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Rezolvare: 

1. 1 2 4 5 9 1 2 4 5 9 1 2 2 5 3< < < < ⇒ < < < < ⇒ < < < < ⇒  

( ) ( ) { }2 2, 5 2, 5 2⇒ ∈ ⇒ ∩ =Z . 

2. Axa de simetrie este dreapta verticală ce trece prin vârful parabolei, ,
2 4

b
V

a a

∆ − − 
 

. Ecuația 

dreptei este 
2

b
x

a
= − . Se obține: 2 4 4

2 1

m
m m− = ⇒ − = ⇒ = −

⋅
. 

3. Soluția ecuației trigonometrice fundamentale [ ]sin , 1,1x a a= ∈ −  este 

( ){ }1 arcsin |
k

x a kh k∈ − + ∈Z . Atunci avem: 

( ) ( )1
1 arcsin | 1 |

6 2 6 6

k k
x k k x k k

π π π
π π   − ∈ − + ∈ ⇒ − ∈ − + ∈   

   
Z Z .  

Pentru [ )0 2 0,2
6 6 6 3

k x x
π π π π

π= ⇒ − = ⇒ = ⋅ = ∈  soluție; 

Pentru [ )1 0,2
6 6

k x x
π π

π π π= ⇒ − = − + ⇒ = ∈   soluție; 

Pentru [ )2 2 2 0, 2
6 6 3

k x x
π π π

π π π= ⇒ − = + ⇒ = + ∉ nu este soluție; 

Pentru [ )1 0,2
6 6

k x x
π π

π π π= − ⇒ − = − − ⇒ = − ∉  nu este soluție. 

Atunci ,
3

S
π

π =  
 

. 

4. 
( ) ( )

! !
,

! ! !

k k

n n

n n
C A

k n k n k
= =

− −
. Avem 

2 2 !
18n n

n
C A+ = ⇔

( )

( )

1

2! 2 !

n n

n

−

−

!n
+

( )

( )

1

2 !

n n

n

−

−

( ) ( )2)1
18 1 18

2

n n
n n

−
= ⇔ + − = ⇔  

( ) ( )
3 1 2

18 1 12
2 3

n n
n n

−
⇔ = ⋅ ⇔ − = . Din n∈N  și sunt numere consecutive 

4 3 12 4n⇒ ⋅ = ⇒ = . 
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5. Două drepte sunt paralele dacă coeficienții variabilelor sunt propoționali: 

1 1 1
1 1 1 1 2 2 2 2 1 2

2 2 2

: 0, : 0, ||
a b c

d a x b y c d a x b y c d d
a b c

+ + = + + = ⇔ = ≠ . Atunci avem: 

1 1

1 2 2

a
a= ⇒ = −

−
. 

6. 
sin cos

tg , ctg
cos sin

x x
x x

x x
= = . Obținem 

2 2sin cos
tg ctg 2 2 sin cos sin cos 2sin cos

cos sin

x x
x x x x x x x x

x x
+ = ⇔ + = ⋅ ⋅ ⇔ + = . Avem 

2 2sin cos 1, 2sin cos sin 2x x x x x+ = = . Se obține 1 sin 2 sin 2 1x x= ⇔ = . 

 

 

Rezolvare: 

1. a) ( ) ( )

2 21 1

0 1 2 , , 0 1 2 ,

0 0 1 0 0 1

x x y y

A x x x A y y y

   
   

= ∈ = ∈   
   
   

R R . 

( ) ( )

2 2 2 2 2

2

2

1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 2 1

0 1 2 0 1 2 0 1 1 0 2 0 0 1 1 2 0 0 1 2 2 1

0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 2 1 1

x x y y x x y x x y x y x

A x A y x y x y x y y x

y y y

2     ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅
     

⋅ = ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ =     
     ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅     

 

( )
( ) ( )

22 21 2 1

0 1 2 2 0 1 2

0 0 1 0 0 1

x y x xy y x y x y

x y x y A x y

  + + + + +
  

= + = + = +  
  

   

. 

b) ( ) ( )

2 2 2 2 2 21 1 1 1 0

0 1 2 0 1 2 0 1 1 2 2 0 0 2 2

0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0

x x y y x y x y x y x y

A x A y x y x y x y

       − − − − −
       

− = − = − − = −       
       −       

 

( ) ( )( )
( )22 2 2 2

2

0 0 0 0 2

0 0 2 2 0 0 2 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

x y x y x y x y x y

A x A y x y x y

    − − − − −
    

− = − ⋅ − =     
    

     

,  



Bac iunie 2011. Varianta propusă – rezolvare                                                                                        Virgil-Mihail Zaharia 

3 

 

( ) ( )( )
( )2 2 2

3

0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

x y x y x y

A x A y x y

   − − −  
     − = ⋅ − =     
        

=O3, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )4 3

3 3A x A y A x A y O O− = − ⋅ = ⇒ ( ) ( )( )2011

3A x A y O− = . 

c) O matrice A(x)  este inversabilă dacă există  o matrice A (y) astfel încât 

( ) ( ) ( ) ( ) 3 3

1 0 0

, 0 1 0

0 0 1

A x A y A y I IA x

 
 = ⋅ = ⋅

 

= 


. Pentru ca matricea A(x) să fie inversabilă trebuie ca 

determinantul matricei A(x) să fie nenul. Calculăm ( )( )
21

det 0 1 2 1 0,

0 0 1

x x

A x x x= = ≠ ∀ ∈R . Matricea 

I3 este de forma ( )3 0I A= și atunci din punctul a) avem: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A x A y A y A x A x y⋅ = ⋅ = +  și se 

obține ( ) ( )0 0A x y A x y y x+ = ⇒ + = ⇒ = − , atunci ( )

2

1

1

0 1 2 ,

0 0 1

x x

A x x x−

 −
 

= − ∈ 
 
 

R inversa matricei 

A(x) . 

2. a) [ ] ( )Un polinom are rădăcina dacă 0f X fβ β∈ =C . Calculăm 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2
1 1 1 1 2 1 2 1f i iα α α α− = − + − − + − − + + − = − 1+ α− ( )2 iα− − α+ ( )2 iα+ − 0=  și 

atunci -1 este rădăcină. 

b) Polinomul g are două rădăcini distincte și complexe 1 2, , ,x u iv x u iv u v= + = − ∈R . Din relațiile lui 

Viète avem 1 2 1 2,x x p x x q+ = − ⋅ = , iar 

1 2x x u iv+ = + u iv+ − ( ) ( ) 2 2

1 22 ,u x x u iv u iv u v= ∈ ⋅ = + − = + ∈R R , se obține 

2 22 2 ,p u p u q u v− = ⇒ = − ∈ = + ∈R R . Polinomul g are două rădăcini complexe distincte dacă ∆<0

2 2 2 24 4 4 0 4b ac p q p q p q⇒ ∆ = − ⇒ ∆ = − ⇒ − < ⇒ < . 

c) Conform punctului a) polinomul f are -1 rădăcină și atunci se poate descompune în factori 

( ) ( )21f X X pX q= + + + . Determinăm p și q prin împărțirea lui f la X+1:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2

3 2

1 2 2 : 1 2X X iX i X X X i

X X

α α α α α α α + − + − + + − + = − + + − 

− −

( )2

2

2X iX

X X

α α

α α

− + −

+ +

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

i X i

i X i

α α α α

α α α α

+ + − + + −  

− + − − − −  

 

Avem ( ), 2p q iα α α= − = + − . Din punctul b) ,p q∈ ∈R R⇒ 2 0 2α α− = ⇒ = . 
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Rezolvare: 

1. a) Calculăm derivata funcției: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 1) 1)1 ' 1 ' 1 1
' ln 1 ' ln 1 '

1 1 1 1

x xx x x
f x x x

x x x x

− ++ −
= + − − = − = − =

+ − + −
1 x− −

( ) ( ) 2

1 2

1 1 1x x x

−
= −

+ − −
. 

Dacă x>1, atunci 2 1 0x − >  și atunci ( ) ( )2

2
' 0, 1,

1
f x x

x
= − < ∀ ∈ +∞

−
⇒f este strict 

descrescătoare pe (1,+∞). 

b) Asimptotă orizontală dreapta y = l , unde 

( ) 1 1
lim lim ln ln lim ln1 0

1 1x x x

x x
l f x

x x→∞ →∞ →∞

+ +   = = = = = ∈   − −   
R⇒ dreapta 0y = asimptotă orizontală 

spre +∞. Asimptotă verticală la dreapta în punctul 1: 

( )
1 1 1

1 1 1

1 1 1
lim lim ln ln lim ln

1 1 0x x x
x x x

x x
f x

x x +→ → →
> > >

  +  +   = = = = +∞    − −    
 și dreapta x = 1 asimptotă verticală. 

Cum funcția este continuă pe domeniul de definiție, nu mai are alte asimptote verticale. 

Asimptotă oblică nu are, deoarece are asimptotă orizontală. 

c)  

( ) ( )

'

0

0

''

22

2

2

11 lnln
1 11lim lim ln 0 lim lim

11 1

2
21lim lim 2

1 1

x x x L H x

x x

xx

x xxxf x x
x

x x

xx

x

x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞

+ +
 + − −= = ∞ ⋅ = = =

−  
 
 

−
−= = =

−−

 

2) a)  

( ) ( )

4

1
1

1 24 4 4
22

1 1 1

1

2

1
3 2 3 2 3 2

12
1

2

1
3

2

x
f x dx x x dx x x dx x x

x

+ 
  

= − + = − + = − ⋅ + =  
   +

 

= −

∫ ∫ ∫

2

3
⋅

4
3 3 3

2 22 2 2

1

1 1
2 4 2 4 2 4 1 2 1 2 1

2 2

8

x x
   

⋅ + = ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =   
   

= 16− 8+
1

2
2

− + 2−
1

.
2

= −

 



Bac iunie 2011. Varianta propusă – rezolvare                                                                                        Virgil-Mihail Zaharia 

5 

 

b) Determinăm semnul funcției g pe intervalul [1,2]: 2

1 23 2 0 1, 1, 2x x x x− + = ⇒ ∆ = = = .  

Tabelul de semn:  

x -∞                1             2              +∞ 

g(x)    + + + + +   0 - - -0 + + + + + 

 

( ) ( )

( )

2
2 2

2 2 2

1 1 1

1

2 2

3 2 2
3 3 2ln

2

2 1 1 1
3 2 2ln 2 3 1 2ln1 2 6 2ln 2 3 0 4 2ln 2 3

2 2 2 2

3
2ln 2.

2

g

f x x x x
Aria dx dx x dx x x

x x x

 − +  Γ = = − = − − + = − − + =  
   

 
= − − ⋅ + + − ⋅ + = − − + + − − = − + − = 

 

= −

∫ ∫ ∫

 

c) Calculăm 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 22 2 1

11 1 1

2
2 1

1

2
2 1

1

2
1 2 1

1

1 1 1
2 3 ' 2 3 2 3

2 2 2

: 0 4 12 9
2

4 12 8 1
2

' 2 3 4 12 8
2 2

' '

n n n n

n

n

n n n n

b bb

aa a

f x dx x f x dx x f x x n f x dx

n
Integrăm prin părti x x f x dx

n
x x f x dx

n n
u f x u

u v u v u

x nf x x x f x dx f

v

−

−

−

− − −

= − = − − − ⋅ ⋅ =

= − − + ⋅ =

= − − + + ⋅ =

= ⇒ = − ⋅

⋅ = ⋅ − ⋅

= − − + ⋅ −

∫ ∫ ∫

∫

∫

∫

∫ ∫

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
1

1

2 2
2 1 1

1 1

2 2
1

1 1

4
' 2 3 ' 2 3 3 2

2 2

4
.

2 2

n n

n n

x dx

n n
v x v x x x f x dx f x dx

n n
f x dx f x dx

− −

−

=

= − ⇒ = − = − − + ⋅ − =

= − −

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
1

1 1 1

2 2 2
1

1 1 1

2 2 2
1

1 1 1

2 2
1

1 1

2 2
2

2 4

2 4 0

4 2 0 relatia cerută.

n n n

n n n

n n n

n n

n
f x dx n f x dx f x dx

f x dx n f x dx n f x dx

f x dx n f x dx n f x dx

n f x dx n f x dx

−

−

−

−

= − − ⋅

= − −

+ + =

+ + =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 


