Binomul lui Newton - probleme propuse la examenul de bacalaureat Virgil-Mihail Zaharia

Analiza combinatorie

o

1. = Permutarl

Definitia 1. O multime impreuna cu o ordine bine determinata de dispunere a elementelor sale
este o multime ordonatd si se notaza (a;,a,, ...,ay).

Definitia 2. Se numesc permutdri ale unei multimi 4 cu n elemente toate multimile ordonate
care se pot forma cu cele n elemente. Numarul permutarilora n elemente, neN*, este P,=1-2-3-...-n =
n!; 0/ =1 (prin definitie).

_ (n+D!
n+l

5<Z W

Factorial (proprietati): n! = (n — 1)!n;
2. é(:}Aran]amente

Definitia 1. Se numesc aranjamente a n elemente luate cate m (m<n) ale unei multimi 4 cu n
elemente, toate submultimile ordonate cu cate m elemente care se pot forma din cele n elemente ale

multimii 4. Se noteaza 4’
Numarul aranjamentelor a n elemente luate cate m este:

|
A =nn-1)..n-m+1)= ——— n , N=2M.

(n—m)!’
!
Proprietdti: 4, =P,; A, = % sau A" =nl; A"V =4"; A0 =1.

n

i

3. “Combiniri
Definitia.1. Se numesc combinari a n elemente luate cate m (m<n) ale unei multimi 4 cu n elemente
toate submultimile cu cate m elemente, care se pot forma din cele n elemente ale multimii 4. Se

noteazd C

Proprietati:

. Cl=mCl=Cd=cl=1;2.cl=cr"™, 3 cCr=cr,+cr,

4. Numarul submultimilor unei multimi cun elemente este2”;

5. cr=crteem v e e oo

n!

6 pi'plp,! =G C’fi%
4. S(‘f;‘:}Binomul lui Newton

(x+a) = C,?x" + C,llxn_la +..+ C,]fxn_kak +..+Cra"

(x—a)"= Cox" - Cix”_la +... +(—l)kC,]fxn_kak +..+(=1)"C;a" unde neN.

'Cn—(p]+...+pm_]) unde pi + ... pu1 <n

g(:} Proprietati:

1. Termenul de rank k+1 este Ty = (-1) Ckx”k k.
k+l _n—k g k+1_n—k .k
2. CY = C,;, Col1= Cys
n k41 n n+l k41 n
—k k
3. Tin= L — Tk+1 sau Ti= —n—'ngH,

k+1 x k+1 x
4. Numarul termenilor dezvoltarii (x + a)" este n+1;
5. Coeficientii termenilor egal departati de extremi sunt egali.
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S Relatll importante:

]

it v+ =2 -l w1t =0
it =2l e+ =2
C3 =(COH? +(CH? +...+(C")?

X Dezvoltarl partlculare uzuale:

:

5, Y

@

1. (a+b)*=d*+2ab+b%

(a+b+c)=da*+b*+* +2ab+ be+ ac);

(a+ b)Y =a’+3a’h+3ab® + b,

(a—b) =d’ - 3d’°b + 3ab® - b*;

(a+b+cy=da+b++3(db + d’c + ba+ bPc + a+ *b) + 6abe;
(a+b) =d*+4a’b+ 6a°b* + 4ab’ + b°.

SAINAN ol e

Suma puterilor asemenea ale primelor » numere naturale

Daci S, =17 +27P + 37 +_ . +nP, peN, atunci avem:

n(n+1) nn+1)2n+1) o |n(n+1 2
Sj=——F":85 = Sy =| ———
2 6 2
n(n+1)(6n +9n° +n-1) n (n+1) (2n +2n-1)
30 12
O relatie care permite calculul lui S,, cand se cunosc Sy.1, Sp-...., Si este formula lui Pascal: (nJra)erl

_ 1 2
=1+ Cps1Sy +CpiiSpog ot C5+1SI +n

Sy =

; S5 =

Progresii

S Progresn aritmetice

|

Definitia 1. Se numeste progresie aritmetica un sir de numere a;,a2,as,...,an,... in care fiecare termen,
incepand cu as, se obtine din cel precedent prin adaugarea unui numar constant numit ratia progresiei.
Se noteazd +ai,a»,as,...a,
Daca a; este primul termen, a, cel de-al n-lea termen (termenul general), 7 ratia, » numarul termenilor
si S, suma celor # termeni, atunci avem:

an = a1 + r, n=2 (prin definitie)

a,=a, + (n— 1)r, n>2 (prin definitie)
(a; +a,)n 2a1+(n—1)rn

2 2

Termenii echidistanti de extremi. Intr-o progresie aritmetici suma termenilor echidistanti de extremi
este egala cu suma termenilor extremi: ay + @, 4+, = a; + a.
Observatie. Daca numarul termenilor este impar (n = 2m + 1), atunci exista un termen in mijloc, @+,
astfel incat 2a,,+; = a; + azp+1.
Conditia necesara si suficientd pentru ca trei termeni a,b,c, luate in aceastd ordine, sd formeze o
progresie aritmetica, este sd avem 2b = a + c.

Spi=a1t+at..ta, S,= , S, =
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2. ““"Progresii geometrice
Definitia 1. Se numeste progresie geometricd un sir de numere a;,a»,as,...,d,,... in care fiecare
termen, incepand cu a,, se obtine din cel precedent prin Tnmultirea acestuia cu un acelasi numar g

(¢#0) numit ratie. Se noteaza — ay,a»,as,...day,...

Daci a; este primul termen, a, cel de-al n-lea termen (termenul general), g ratia, » numarul termenilor
si S, suma celor n termeni, atunci avem:
an = qan.1, n=2 (prin definitie)

n-1

ap,=aq", n>2 (a, in functie de ay, g si n)
n
-1 a—a
S,=a1ta+..ta,S,= alq—; S, = 1—"q,q¢1
qg-1 l-¢q
Termeni echidistanti de extremi. Intr-o progresie geometricd, produsul a doi termeni
echidistanti de extremi este egal cu produsul termenilor extremi: ApQnp+1 = A1

Observatie. Daca numarul termenilor este impar (» = 2m + 1) atunci existd un termen la

.. A A 2
mijloc, a,+;, astfel incat a, . =a,a,, ., .
Conditia necesara si suficientd ca trei numere a,b,c, luate in aceastd ordine, sa formeze o

. .~ ~ 2
progresie geometrica este sd avem b” = ac.
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Probleme rezolvate

n
[~x 16
& 1, Se considera dezvoltarea 2 + \/ﬁ

P
,neN ,xeR.

N
1 2

a) Determinati n astfel incat C,? ,7",7” sa fie termeni succesivi ai unei progresii aritmetice.
b) Pentru n=_8, verificati daca exista valori ale lui x astfel incat diferenta dintre termenii al saselea si al

patrulea ai dezvoltarii sa fie 56.
1 2

& R.1)a) C,(l) ,7”,7” sunt termenii succesivi ai unei progresii aritmetice, atunci

2
Ta_Heo G| oL, 1 IntdD) g g0
2 2 4 2 2 4 2
n*-9n+8=0-=n=8 (n=1 nu satisface).
b) Pentru n=8 = Ts-T4=56
x 8-5 5 5 x 8-3 5 3

22 216 22 216
CSS -5 . P — Cg -5 . P =56

216 22 216 22

3x 9 25 5x Sx 15 15 3x

310 Hcee BT 0 5 Lsp e 2 2 =1

3-2 3-2

@2—2)(—2'* =1 (27) +2 22027 =1, sau 2 =2
Solutia x=0 pentru ca 2>0, VxeR.

n
& 2. Se considera dezvoltarea (xz ——j ,xeR" neN".
x

a) Sa se determine # astfel incat suma coeficientilor primilor trei termeni ai dezvoltarii sa fie 97.
b) Pentru n=8, verificati daci existd un termen care contine pe x". Justificati raspunsul.

@ _ k _n-kik

&R a7, =Ca""b

C)+C-1-(=2)+C2-1-(-2)* =97
Rezolvarea ecuatiei 1-2n+ 4n(n_—1) =97=>n=8eN

k
b) Pentru n=8=T,,, = C; (x* )H (—EJ =Cy - x"(2)f - x
X

. 4
2(8-k)-k=4=k=4 =T contine pe x .

& 3, Se considera a,b,c si x numere reale strict pozitive si diferite de 1.
Sa se demonstreze ca urmatoarea echivalenta este adevarata: a,b,c sunt termenii succesivi ai unei

o . . N | 1 o1 . C .
progresii aritmetice dacd si numai daca si sunt termeni succesivi ai unei progresii

log, x log, x ~ log, x

aritmetice.
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p cete A . . 1
“= R. Utililizand relatia log_ b = obtinem: =log a, ——=log b,

0g, a log, x log, x 0g, X
i) Presupunem a,b,c progresie geometrica, atunci b*=a-c si prin logaritmare in baza x avem:

log, b* =log, (a-c) < log, b= w

=log c.

, deci este adevarata ii).

ii) Presupunem log_b— 0847108, ¢

=2log, b=log, (a-c)=b’=a-c.
£ 4, Se considera dezvoltarea (x + X' )5 ,xeR, x>0.

Si se determine x, stiind ¢ al treilea termen al dezvoltarii este 10°
S R. T, =Ca b

T3 _ T2+1 _ C52x3 (xlgx )2 =103 2ex
x3+2lgx _ 105 = lgx3+2lgx — lg105 = (3+21gx)lgx =5
21g’x+31gx-5=0= lgx = —g’ lgx=1

5

x =107, x, =10

AP
A

o 1Y .
4. Se considera dezvoltarea: (x X +—4j ,xeR,x>0,neR ,n>2.
x

a) Si se determine 7 astfel incat C; = C! +44.

b) Pentru n=11, verificati daca existd un termen al dezvoltarii care nu contine pe x. Justificati raspunsul.

Ny R.)a) Cj :Ci+44:>@=n+44:>n:11€N.

3 11-k
b) Pentru n=11 din 7, , = C* [sz (x4 )k se obtine 33 3 3k —4k=0

cu k=3, deci T, = C;, nu contine pe x.

o
s

o 1Y .
6. Se considera dezvoltarea [xz +—j ,neN .
X

o . * .. - .. . . .. o ..

a) Sa se determine neN , stiind cd suma primilor trei coeficienti ai dezvoltarii este 46.
b) Pentru n=9, verificati daca exista un termen al dezvoltarii care nu contine pe x.

‘& R.a) T, =Cra""*b", deci coeficientii ceruti sunt C',C! siC>

Obtinem ecuatia C° +C' +C? =46 = 1+n+""" _46 = —9eN.

k
b) Pentru n=9, T,,, = C; (x2 )H (lj =C} -x"*"* care nu contine pe x <18 — 3k=0<>k=6.
x

iy
W

7. Se considera dezvoltarea [x{‘/; +Lj ,xeR,x>0,neN".

NS

a) Sa se determine 7 astfel incat coeficientul binomial al termenului al treilea sa fie 36.

b) Pentru n=9, verificati daca existd un termen al dezvoltirii care contine pe x°. Justificati rispunsul
@ n(n—1
© R.)a) C=36< (2 )

=36 < n*-n-72=0= n,;=9 si n,=-8 nu este solutie
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pentru cd nu este numar natural.

ok k 50-k) k B
R B e

N 2
33

45-5k-2k=12 = Tk=33 = k = = ¢ N, deci nu exista termeni care si contini pe x”.

€ 8. Se consideri dezvoltarea £9x - ,x€R,x>0s¢ineN, n>3.

ﬁ]"
3Vx
a) Si se determine neN’, astfel incat coeficientul binomial al termenului al treilea sa fie 105.

b) Pentru n=15, verificati daca exista un termen al dezvoltirii care contine pe x°. Justificati raspunsul.
‘& R. a) Punem conditia: C> =105 = n=15

-3
3Wx

. 5 . . : k . 0
termenul care-1 contine pe x” vom avea de determinat pe 4 din relatia 15—k ) =5, cusolutia k = 3
care nu convine deoarece nu este numar natural. Deci nici un termen al dezvoltarii nu-1 contine pe x°.

k
b) Folosind formula termenului general, obtinem: 7, = C; (9x)157k ( J si presupunand ca exista

n

o
b

1 : *
9. Se considera dezvoltarea \/; +——=1.,yeR,y>0sineN .
2y

a) Sa se determine n pentru care coeficientii termenilor 1, 2, respectiv 3 ai dezvoltarii, formeaza o
progresie aritmetica.
b) Pentru n=_8, verificati dacd exista termeni ai dezvoltarii astfel incét puterea lui y sa fie numar natural.
n 2

- 1 0 noo n=1 1] 2 n 1 .
£ R. a) \/;+2‘\‘/; —Cn(\/;) +Cn-(\/;) -%+Cn-(\/;) - m +... s
atunci ,Z-%C}I =CS+%C5 :(n}i!l)!:H_i'#!—ﬂ!:n:H—@:
=n’ —9n+8=0 cusolutiile n, =1, n, =8 = n=8.
8

1
b) Pentru n=8 dezvoltarea va fi: \/; +——=| sitermenul general:
24y

k 1 8-k k 1 16-2k—k 1 16-3k
= — k 2 4 k 4

2k.cg.y yh=—-Ck.y :Z_k'csk'y 4 . Avem:

T.=C(y)" [

16 -3k
4

1
2y

e N pentru n=4 vom avea y1 in termenul 7.

& 10. Se considerd dezvoltarea (? +x'e ] ,neN , xeR, x>0.
x
a) Sa se determine n daca diferenta dintre coeficientul binomial al celui de al treilea termen si coeficientul
binomial al celui de al doilea termen al dezvoltarii este 27.
b) Pentru n=9, verificati daca existd valori ale lui x, astfel incat al doilea termen al dezvoltarii sa fie 900.
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| | —1
Ra)C-C=27=_ " T :27:Ji%—l—n=27

21(n-2)! 11(n-1)!

solutiile n,=-6 s1 n,=9, atunci n=9.

2=n*-3n-54=0cu

&

9 9 8
b) Pentru n=9 dezvoltarea va fi: (% +Xx lng =C, (Lj +GC, (Lj '(xlgx ) +...si termenul al
x

1

8
doilea este C, [Lj ( 'g") 9.~ x® =9x®" = 9x*" =900 = x"**" =100 si logaritmam
§x X
ecuatia = lg(xlgx‘l) =1g100 = (Igx—1)lgx =2 =1g’ x —lgx —2 = 0. Notam Ig x=y si obtinem
y?—y=2=0,cuy, =1, y, =2. Revenim la notatie, avem Igx=1 = x;=10 silg x=2 = x,=100.
€ 11. In dezvoltarea binomului (\/ 2% 442" y, neN’, suma coeficientilor ultimilor trei termeni este egald
cu 22. Sa se afle valorile lui x pentru care suma dintre termenii al treilea si al cincilea este egala cu 135.

= R (V2 E) (V) e ()T e () ()
+C:_l\/2_x~( = )n_l +C! (V 2 )n si obtinem

-1
C+C'+C =2 " + nt +n—!:22:M+n+1:22:>
(n=2)t21 (n=1)L1! n! 2

6
n’+n-42=0=n, =6, n, =7 si atunci n=6, iar dezvoltarea va fi (\/27" +4/217 ) :

T+T=C2(\/ZT)4(\/217X)2+C4(\/27)2(\/21T)—’6( 92x gl /6(}{ 9% 921=x)
3T Ls 6 6 /2/(/4(( /4((/24,

w-r“+152%xzmﬂ:wzzzaX+42ﬂ=9yrezz(2ﬂ2+4=92anmmnréygommam

2y2—9y+4:0:y1=%,y2:4_

. 1 .
Revenim la necunoscuta x : 2* = 5 =>x=-1512"=4=x,=2.

Digitally signed by Virgil-Mihail Zaharia
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