Probleme rezolvate admitere invatamdantul superior Virgil-Mihail Zaharia
Admitere arhitectura si sistematizare iulie 1986

o = V'
1. Sa se afle solutiile reale ale sistemului: (1.1)

Voo _ Ly
=X
. vy e .. ) _ x>0

Solutie: Expresiile din sistem au sens daca si numai daca (1.2)

y>0

. e : Inx"” —lny \/71nx xlny
In aceste conditii sistemul este echivalent cu (1.3)
lnyf In x” x/_lny yinx
Se observa ca x=1 si y=1 este solutie a sistemului.
Cautam sa vedem daca gasim si alte solutii:
Presupunem x, y €(0,1) U (1,+0) (1.4)
si sistemul (1. 3) este echivalent cu
Inx x  Ax
S e I GG
Sy VxS inx Jx (1.5)
L N
Iny ny y y oy Iny vy
In conditiile (1.4) xy#0, din (1.5), in conditiile (1.2) rezulta:
xy=1 y= ! B
e Jxel ¥ 7T (1.6)
1 T Inx = X\/_ xVvx =-1
ey —Inx

In conditiile (1.4) relatia x/x =1 este imposibila. Deci singura solutie a sistemului (1.1)

x=1
este .
{yZI

2. Sa se determine polinoamele de gradul al doilea cu coeficienti reali care verifica egalitatea

P(x*)=[P(x)]

P(X)zaz)(2 +aX +a,, a,eR’,a,a,eR

Solutie: Fie

Avem:
P(X’)=a,X" +a, X +aq,
si

(2.1)
(2.2)

(2.3)
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[P(X)]3 = X° +3a,a. X" + 3(a12a3 +a,a; )X4 + (al3 + 6a,a,a, )X3 +

(2.4)
+<3a2a§ +3a,a] )X2 +3aa; X +a,

Pentru a avea loc (2.1) din (2.3) si (2.4) rezulta prin egalarea coeficientilor termenilor de grad

415:
3a,a2 =0
, , (2.5)
a,a, +3a,a, =0
Cum a,#0 fiind coeficientul dominant al polinomului P, din (2.5) rezulta
a, =0 (2.6)
a,=0 '
Polinoamele P(X°) si [P(X)]’ se scriu acum:
P(X’)=a,X°
X (2.7)
[ P(X)] =a3X°
Egalitatea (2.1) este echivalenta cu
a=a,=a,c {1,—1} .
Polinoamele cerute sunt:
P(X)=X’
P(X)=-X°
3. Sa se calculeze, pentru neN, n>1,
. x" —(sinx)"
x—0 X

. . . : 0 g )
Solutie: Se observa ca este nedeterminare de forma o Transformam expresia: pentru x#0

avem:
sin x ! sin x
n . n 1- 1——— . . n-1
x" —(sinx) x X sin x sin x
— = > = 5 1+ +..+ =
X X X X (3.2)
. . . n—1
X —sinx sin x sin x
= — |1+ ot
X X X
sinx sinx )"
unde 1+ +...+( j =1 daca n=1.
X X
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X —sinx

Consideram functiile g:R'—R si /:R'—>R date de g(x)="—3— si
X
. . n—1
h(x)=1+ S ot (Smxj .
x X

Studiem existenta limitei functiilor g 1 /4 in x = 0.
A ... 0 . e D :
Pentru functia g in cazul nedeterminarii o suntem 1n conditiile de aplicabilitate ale teoremei

lui L’Hospital

2sin? > sin? >
limg(x)zlimmzliml_cgsx —lim——2 = lim—2 =
x—0 x—0 (x3 ) ' x—0 3x x—0 3x x—0 X
6>
i (3.3)
sinE
—Lim LN
60| x 6 6
2

- . ... .. sinx : o -
Tinand cont ca existd lim—— =1 si de continuitatea functiei putere, deducem

=0 x

. . n-1 . . n-1
limh(x)1im{1+smx+...+(smx) }1+limﬂ+...+lim(sme =n  (3.4)
x—0 x—0 X X =0 x x—0 X

Din (3.2), (3.3) si (3.4) deducem ca exista

X" —(sinx)" . . . 1 n
lim—— 55— =lim(g(x)-h(x))=limg (x) - limh(x) = -n == (3-5)
4. Se considera multimile
a 5b )
K=<A4= b AeMZ(Q) le:{chd\/gc,deQ}.
a
1) Sa se arate ca L este parte stabila a lui R 1n raport cu operatiile de adunare si
inmultire s1 K este parte stabila a lui M,(Q) 1n raport cu adunarea si inmultirea.
2) Sa se arate ca multimile L si1 K formeaza corpuri in raport cu operatiile induse.
3) Sa se stabileascd un izomorfism de corpuri de la K la L.
Solutie: 1) Fie xy, x,€L de forma
xlzcl+d1\/§, ¢,d,€Q @1

X, =C, +d2\/§, c,,d, €Q
Avem:
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X +x,=¢+c, +(d, +d2)\/§
X X, = (c1 + dlx/§)<cz + dz\/g) =(c,c, +5d,d,) + (¢ d, + c,d, )\/g

(Q,*,) fiind corp este parte stabild in raport cu operatiile de adunare si inmultire si din (4.1)
rezulta

(4.2)

¢c, +5dd, eQ,cd,+c,d €Q,
¢ +c,€Q,d +d,eQ
Din (4.2) si (4.3) rezulta ca x;+x,€L si x;'x,€L, asadar L este parte stabild a lui R in raport cu

operatiile de adunare si inmultire.
Fie A, A,eK de forma

(4.3)

a, 5b, a, 5b,
A= ,a,b€Q, 4, = ,a,,b, €Q (4.4)
b a b, a,
Atunci
A= a, +a, 5(b1+b2)
b +b, a, +a,

4.5)
PR +5bb, 5(ab, +a,b,)
b ab, +a,b  aa, +5bb,
Din faptul cd Q este parte stabild in raport cu operatiile de adunare si inmultire si relatiile
(4.4) s1(4.5) rezulta ca A;+A4,€K si A1"A>€K si deci K este parte stabila a lui M,(Q) in raport
cu adunarea i Tnmultirea.

2) Deoarece L este parte stabild a lui R in raport cu adunarea si Inmultirea, iar R este corp,
pentru ca L sa fie corp este suficient sa demonstram:

i) 0el
iil) xelL=-xel
iii) 1lelL

A iv) xel=x'eL, VxeL-{0}.
Intr-adevar:
)  0=0+0J5€eL
ii)  fiexelL deci existd c,deQ astfel ca x=c + d/5 , atunci
—x:(—c) + (—d)\/g eL
iy 1=1+0/5¢L
iv) Fiex=c+ d/5 , atunci
R Y N5
X =—= = (4.6)
x c+dy5 < -5d°
Demonstrim ci ¢ —5d° #0 pentru ¢,deQ, ¢ £ 0, d # 0.
Presupunem contrariul: existd c,d€Q, ¢ # 0, d # 0 astfel incat ¢* —54* =0. Inmultim
relatia ¢ —5d” =0 cu cel mai mic multiplu comun al numitorilor lui ¢ si deQ—{0} rezulti
ci existd p,geZ astfel ca p* —5¢° =0. Putem presupune ci p si ¢ sunt relativ prime, altfel
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tmpirtim cu cel mai mare divizor comun al lor. Se obtine p° =5¢° =5/ p* deoarece
(p.g)=1. A

Cum 5 este numar prim rezultd 5/p, deci existd re Z—{0} a.i. p=5r. Inlocuim se obtine
2517 — 5p* =0, de unde 57 — p* = 0 deci ¢° = 5+ = 5/¢” deci 5/q. Dar 5/p deci (p,q)=5,
absurd deoarece am luat (p,q)=1. Asadar pentru orice c,deQ, c#0,d#0 = ¢’ —5d” #0.
Din (4.6) si demonstratia precedentd obtinem x~' L. Deci L este subcorp al lui R.
Deoarece x;° x; = x;° x1, Vx1, X,€L se obtine L este corp comutativ.

Intrucét K este parte stabila a lui M>(Q) in raport cu operatiile de adunare si inmultire a
matricelor, iar (M>(Q), +,°) este inel, pentru ca K sa fie corp cu operatiile induse este suficient
sd demonstram:

V) 0,eK

vi) Daca AeK atunci — AeK,V AeK

vii) I, eK

viii) Pentru orice AcK—{O0,} existi A~ eK.
Demonstratie:

(0 Oj (O 5 Oj
V) 0, = = ek
0 0) (0 O

a 5b
vi)  Pentru AekK, A= 5 avem —A4 =
a

3 1 0 1 5.0
viiy I, = = ek
0 1 0 1

5b

a

—a -5b

eK,VAeK.
-b -a

a
viii) Fie A= (b ] €K, det(A4)=a’ —5b> #0 conform demonstratiei precedente,

matricea A este nesingulara si atunci este inversabild, 4~ e M>(Q).

a 5 -b
—5ph T T
Dar A :% ¢ _| @ -3 a’=5b" | K , deoarece
a" —=5h"\-b a —-b a
a® —5b* a’ —5b°
a b
Q.

, €
a’-5b"" a’ -5b’

Deci K este corp.

5b

3) Definim functia /:K—L prin f(A4)=a+ b5, VAeK, A= (Z
a

], a,b € Q. Functia f

este bine definitd deoarece reprezentarea lui 4 este unica.
Demonstram ca f este morfism de corpuri.

F(A+4)=(a,+ )+ (b +b,)N5 =(a, + 5 ) +(a, +b,35) = £(4) + £(4,)
S (4 4)=(a,a, +5hb,) + (ab, + a,b N5 =(a, + b5 )(a, +b,\5) = 1 (4)- 1 (4,)
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|
Observamca f(1,)= f[(

0

in elementul neutru la inmultirea din L. In particular feste diferit de morfismul nul.
Cum f'este morfism de corpuri si este nenul rezulta ca f'este morfism injectiv.

0
ID =1+0/5=120. Asadar f* duce elementul neutru din K

Morfismul f'este si surjectiv deoarece pentru orice yelL existi a si beQ st y=a + b5

) a 5b .
deci y=f 5 adica yelmf.
a

Asadar feste izomorfism de corpuri.

X

smt + cost sint 5
J dt . Sa se calculeze

S : T
5. Se considera functia f:| 0,— |— (O +oo
2 0 cos’ t
integrala si sa se arate ca functia f este bijectiva.
Solutie: Fie functia

(sint+cost)sint

g:(O,%)—)R, g(t)= (5.1)

: o T .. . . . :
Functia g este continua pe (O,Ej fiind obtinuta prin operatii cu functii elementare. Deci este

0052 t

integrabild pe orice interval de forma (0, x) cu x € (O,%). Deci functia f': (O,%j — (0,+),

f(x) :j(sint + cost)sint

0

dt este bine definitd. Avem

sint >0 T
,Vte| 0,— (5.2)
cost >0 2

g(1)>0,vi G(O,%J (5.3)

COSzl‘

de unde rezulta

sin’z  sint
+

Deoarece g(t) = =tg’t+tgt, te (O Zj , rezulta ca

cos’t cost

= Jg(t)dt = jtg tdt + jtgztdt (5.4)
0 0 0
Calculam fiecare integrala separat:
thtdt = —ln(cost)‘z = —(ln(cos x)—In(cos O)) =—Incosx, xe (O,%j (5.5)

Calculam primitiva:
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2
Itgzdt:I Y 2dy:I[1— ! jdy:y—arctgy+C:tgt—t+C
Y

1+ 1+
Y (5.6)
Notamtgt=y=>t=arctgy = dt = dy >
I+y
Si atunci:
jtgztdt:(tgt—z)\; =1gx — x, xe(O,gj (5.7)
0

Din (5.5) s1 (5.7) obtinem:
(x)=tgx—x—In(cosx) (5.8)

f
Functia f este derivabila pe (O,%} deoarece g este continua pe (O,%). Din (5.4)
rezulta

f'(x)=tgx+tg’x, ‘v’xe(O,%) (5.9)

. : /4
si se obtine f'(x)>0, Vxe (O,EJ.
Conform consecintei teoremei lui Lagrange functia f este strict crescatoare, deci
injectiva.
Deoarece exista limcosx =1, limtg x =0, iar functia In este continud, rezulta ca exista

x—0 x—0
si £i_r)18f(x) =limtgx - limx — £i_1)181n(cosx) =0.

Analog, din existenta limitelor: limtg x =+o0 si limcosx =0 si din continuitatea

x—>— x>

functiei In deducem ca exista si lim f (x) =+o0. Cum f este strict crescatoare si continua,
T

x>
2

avem f (O,%D =(0,+00), deci f este surjectiva.

Fiind injectiva si surjectiva functia f este bijectiva.
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