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ExerciŃiul 1. Să se arate că e e
x

x
dx

e
e

e

e
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1
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1
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( )
ln

( )− < < −∫  

SoluŃie: Fie f:[e,e2]6R funcŃia definită prin: 

 f x
x

x
x e e( )

ln
; ( ) [ , ]= ∀ ∈ 2 . 

Evident funcŃia f este derivabilă şi  
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x
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−
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2 , rezultă f este strict crescătoare. Prin urmare 

f(e)<f(x)<f(e2), (∀)x0(e,e2). Dar f(e)=e şi 
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ExerciŃiul 2. Să se arate că: 
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ExerciŃiul 3. Fie I x dx n Nn
n

e

= ∈∫ (ln ) ; *

1
. 

a) Să se arate că şirul (In) este monoton şi mărginit; 
b) Să se găsească o formulă de recuren]ă între In şi  In-1, n0N, n$2; 
c) Să se calculeze lim

n
nI

→∞
. 

SoluŃie: 

a) I xdx I xdxn
n

e

n
n

e

= =∫ ∫+
+ln ; ln

1
1

1

1
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(∀)n0N* avem: I I x x dxn n
n

e

+ − = −∫1
1

1ln (ln )  

 Cum x0[1,e] obŃinem lnx0[0,1] şi deci In+1#In, rezultă şirul (In) este 
descrescător. 
 Deoarece 0#lnx#1; (∀)x0[1,e], rezultă 0#In#e−1; (∀)n0N*, şirul (In) este 
mărginit. 

b) 
I xdx x xdx x x n xdx e nI
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c) Şirul (In) fiind monoton şi mărginit, este convergent. Fie I= lim
n

nI
→∞

; 

I0[0,e-1]. Din relaŃia de recurenŃă In=e−nIn-1;n$2 rezultă  
In+1=e− (n+1)In*:(n+1) 
I
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e

n
I nn

n
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1 1
1; ( ) ; prin trecere la limită rezultă 
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 ExerciŃiul 4. Se consideră şirul (In)n$1, unde I x dx nn
n= + ∈∫ ln( ) ; *1

0

1
N . 

a) ArătaŃi că şirul (In) este monoton şi mărginit; 
b) CalculaŃi lim

n
nI

→∞
. 

ExerciŃiul 5. Să se arate că dacă pentru funcŃia continuă f:[0,1]→R există 
un număr natural n$2 astfel încât: 

f x dx
n

( ) ...
0

1
1

1

2

1
∫ = + + +   

atunci există c0(0,1) astfel încât f(c)=
1

1

−
−

c

c

n

. 

 ExerciŃiul 6. Fie a>0 şi f:[0,a]→R o funcŃie continuă şi crescătoare. Să se 
arate că pentru orice b0(0,a) avem: 

 a f x dx b f x dx
b a

( ) ( )
0 0
∫ ∫≤ . 

 SoluŃie: Deoarece f x dx f x dx f x dx
a b

b

a

( ) ( ) ( )
0 0
∫ ∫ ∫= +  rezultă că inegalitatea din 

concluzia problemei are loc dacă şi numai dacă: 

 ( ) ( ) ( )a b f x dx b f x dx
b

a

b

− ≤∫ ∫
0

. Conform teoremei de medie există c10(0,b] şi 

c20[b,a] astfel încât: 

 f x dx bf c si f x dx a b f c
b

a

b

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 2∫ ∫= = − . 

Cum 0#c1#b#c2#a rezultă f(c1)#f(c2) ⇒b⋅(a−b)⋅f(c1)#b⋅ (a−b)⋅f(c2) ⇒  
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 ExerciŃiul 7. Fie a,b0R cu a<b şi f:[a,b]→R o funcŃie continuă. Să se 
arate că există c0(a,b) astfel încât: 

 f c
a b c

c a c b
( )

( )( )
=

+ −
− −

2
. 

 SoluŃie: În baza teoremei de existenŃă a primitivelor unei funcŃii continue, 
funcŃia F:[a,b]→R definită prin: 

 F x f t dt x a b
a

x

( ) ( ) ;( ) [ , ]= ∀ ∈∫  este o primitivă a funcŃiei f pe [a,b], rezultă F este 

derivabilă pe [a,b] şi F'(x)=f(x); (∀)x0[a,b]. Atunci funcŃia g:[a,b]→R definită 
prin g(x)=(x−a)(x−b)eF(x); (∀)x0[a,b] este continuă pe [a,b], derivabilă pe (a,b) 
şi rezultă  
 g'(x)=(x−b)eF(x)+(x−a)eF(x)+(x−a)(x−b)F'(x)eF(x)=  

=[2x−a−b+(x−a)(x−b)f(x)]e
F(x); (∀)x0(a,b).  

Deoarece g(a)=g(b)=0 atunci conform teoremei lui Rolle (∃)c0(a,b) astfel încât g'(c)=0. 
Deoarece eF(c)

≠ 0, deducem că 2c−a−b+(c−a)(c−b)f (c)=0, rezultă  

f c
a b c

c a c b
( )

( )( )
=

+ −
− −

2
. 

ExerciŃiul 8. Să se determine toate funcŃiile continue f:[0,+4)→[0,+4) cu 
proprietatea că f(x)>0, (∀)x0(0,+4) şi care verifică relaŃia: 

x f t dt f x x
o

x
2 0( ) ( );( ) [ , ).∫ = ∀ ∈ +∞  

SoluŃie: Presupunem că există o funcŃie continuă f care satisface cerinŃele 
problemei. Atunci, în baza teoremei de existenŃă a primitivelor, funcŃia 

F:[0,+4)→R definită prin F x f t dt x
x

( ) ( ) ;( ) [ , )= ∀ ∈ +∞∫ 0
0

 este derivabilă pe 

[0,+4), rezultă f este derivabilă pe [0,+4). Derivând egalitatea dată în 
problemă, obŃinem că: 

f x

f x

x

x
x

' ( )

( )
; ( ) ( , )=

+
∀ ∈ +∞

3 2
0 , iar prin integrare rezultă  

ln ( ) ln ;( ) [ , )f x
x

x c x= + + ∀ +∞
3

3
2 0 . 
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Prin urmare funcŃia f are forma: 

f x cx e c

x

( ) ; ( ) [ , ); ( , ).= + ∀ ∈ +∞ ∈ +∞2 3

3

0 0  
ExerciŃiul 9. Să se determine funcŃiile derivabile f:[0,+4]→R care au 

proprietatea că: 

x f t dt x f x
x

+ = +∫ ( ) ( ) ( )
0

1 ;(∀)x>0. 

ExerciŃiul 10. Să se determine toate funcŃiile continue f:[0,+4) →[0,+4) cu 
proprietatea că f(x)>0; (∀)x0(0,+4) şi care verifică egalitatea  

3 2
0

f t dt xf x
x

( ) ( )∫ = ; (∀)x0[0,+4). 

ExerciŃiul 11. Să Se determine funcŃiile derivabile f:R→R care satisfac egalitatea: 

e f x e f t dt xx t

o

x

( ) ( )− =∫ 2 2 ;(∀)x0R. 

ExerciŃiul 12. Să se determine toate funcŃiile continue f:[0,+4) → (0,
2

π ) care 

satisfac relaŃia: 

tg ctgf x dx f x dx
x x

( ) ( )
0 0
∫ ∫= ; (∀)x0[0,+4). 

ExerciŃiul 13. Să se calculeze: lim [ ]
n n

nx dx
→∞

∫
1

0

1
, unde [a] este partea întreagă a 

numărului real a. 

SoluŃie: Fie n0N*. Atunci (∀)k0N, k#n−1 şi (∀)x0 




 +
n

k

n

k 1
, , avem [nx]=k. De 

aici deducem că: 
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lim [ ] lim .
n nn

nx dx
n

n

→∞ →∞
∫ =

−
=

1 1 1

2

1

20

1
 

ExerciŃiul 14. Fie p0N, p$2. Să se calculeze   

lim [ ] .
n n

n

p
p x dx

→∞
∫

1

0

1
, unde [a] este partea întreagă a numărului real a. 

ExerciŃiul 15. Fie p,q0N; p,q$2. Să se calculeze: 

lim
[ ]

[ ]
n

n

n

p x dx

q x dx
→∞

∫

∫

0

1

0

1
, unde [a] este partea întreagă a numărului real a. 

ExerciŃiul 16. Să se calculeze: 
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lim [ ]
n

n xe nx e dx
→∞

−










 ∫

1

0

1
1 , unde [a] este partea întreagă a numărului real a. 

ExerciŃiul 17. Să se calculeze: lim
sinx

t
x

e dt

x→

∫

0

0
2

2
2

. 

SoluŃie: Fie f:R→R definită prin f(t)=et 2

,(∀)t0R; f fiind continuă, admite 
primitive. Fie F:R→R o primitivă a funcŃiei f. Atunci F este derivabilă şi F '(t)= ,

2te  
(∀)t0R. Pe de altă parte, din continuitatea funcŃiei f deducem că ea este integrabilă pe 
[0,x

2
];(∀)x0R. Atunci, în baza formulei lui Leibnitz-Newton, avem: 

e dt F x Ft
x 2

2

0

2 0∫ = −( ) ( ) ;(∀)x0R. Deoarece F este continuă, lim ( ) ( )
x

F x F
→

=
0

2 0 . 

Cum lim sin
x

x
→

=
0

2 0 se obŃine o nedeterminare de forma 
0

0 . Observăm că sunt 

îndeplinite ipotezele teoremei lui l'Hospital, rezultă: 
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xe
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∫
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ExerciŃiul 18. Să se calculeze: 

a

t dt

x
b

t dt

x

c
x

t dt d

t dt

x
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e dt
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2
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2

0
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2
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
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i

e dt

e dt

j x e tdt
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;
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→∞
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>
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∫ ∫
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
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


1

0x
t tdt

x

sin .
 

 ExerciŃiul 19. Fie  f:[1,2]→R funcŃia definită prin f(x)=x
3; (∀)x0[1,2].  

 Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de graficul funcŃiei f, dreptele de 
ecuaŃii x=1; x=2 şi axa Ox. 
 SoluŃie: FuncŃia f fiind continuă şi pozitivă rezultă multimea Γf delimitată de 
graficul funcŃiei f, dreptele de ecuaŃii x=1; x=2, axa Ox are arie şi: 

 aria( )Γ f x dx
x

= = =∫
3

1

2 4

1

2

4

15

4
. 

 ExerciŃiul 20. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curba 

y
x x

x
=

−
+

2 8

1
; dreptele x=8, x=9 şi axa Ox. 

 ExerciŃiul 21. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curba 
y=x

2arctgx; dreptele x=0, x=1 şi axa Ox. 
 ExerciŃiul 22. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curba 

y x x= +2 2 , dreptele x=0, x=1 şi axa Ox. 

 ExerciŃiul 23. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curba 
y=(x+1)lnx, dreptele x=1, x=3 şi axa Ox. 
 ExerciŃiul 24. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curba 
y=sinx*lncosx*, dreptele x=0, x=π/4 şi axa Ox. 
 ExerciŃiul 25. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curba 

y
x

x x
=

−

− + −

1

2 3
, dreptele x=0, x=4 şi axa Ox. 

 ExerciŃiul 26. Fie f,g:[2,5]6R funcŃiile definite prin f(x)=-x2 şi 
g(x)=e

x;(∀)x0[2,5]. Să se calculeze aria mulŃimii plane delimitate de graficele 
funcŃiilor f şi g şi dreptele de ecuaŃii x=2 şi x=5. 
 SoluŃie: FuncŃiile f şi g sunt continue. Mai mult f(x)#g(x),(∀)x0[2,5], rezultă 
mulŃimea Γf,g delimitată de graficele celor două funcŃii f şi g, dreptele x=2, x=5 are arie 
şi  
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 ( )aria( ) .,Γ f g
x xe x dx e

x
e e= + = +









 = − +∫

2

2

5 3

2

5

5 2

3
39  

 ExerciŃiul 27. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curbele x=e
x; 

y=(x+1)e-2x şi dreptele x=0, x=1. 
 ExerciŃiul 28. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curbele 
y=xarctgx; y=ln(1+x

2) şi dreptele x=0, x=1. 
 ExerciŃiul 29. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de parabola    
y=2x−x

2 şi drepta x+y=0. 
 ExerciŃiul 30. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curbele y=2x; 
y=2 şi x=0. 
 ExerciŃiul 31. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curbele y=2-x2 
şi y3=x

2. 
 ExerciŃiul 32. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curbele y=lnx şi 
y=ln2

x. 
 ExerciŃiul 33. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curba 
y=max{x2+3x+2,-x2+6x+7},dreptele x=-3; x=3 şi axa Ox. 
 ExerciŃiul 34. Să se calculeze aria mulŃimii din plan delimitate de curba 
y=(1+mx)emx;  m>0 şi axele de coordonate. 
 ExerciŃiul 35. Să se calculeze aria mulŃimii delimitate de curbele 

y px x y px= − =4 22 ;  şi dreptele x=0 şi x=2p. 
 ExerciŃiul 36. Fie a,b0R astfel încât 1<a<b. Să se calculeze aria mulŃimii 
delimitate de graficul funcŃiei f:[a,b]→R definite prin: 

f x
t

x t t
dt( )

sin

( cos ) sin
=

− +
∫

2 20

π
; (∀)x0[a,b] şi dreptele de ecuaŃii x=a; x=b şi axa Ox. 

 ExerciŃiul 37. Fie a,b0R astfel încât 0<a<b. Să se calculeze aria mulŃimii 

delimitate de graficul funcŃiei f:[a,b]→R f x te dtt
x

( ) = ∫
0

; (∀)x0[a,b], dreptele de 

ecuaŃii x=a; x=b şi axa Ox. 
 ExerciŃiul 38. Să se calculeze aria mulŃimii delimitate de graficul funcŃiei  
f:[-1,2]→R definite prin: 

 f x
t t t x daca x

t t t x daca x
( )

max{ : }, [ , ]

min{ : } ( , ]
=

− ≥ ∈ −

− ≤ ∈







3 2

3 2

11

1 2
 

dreptele de ecuaŃii x=−1; x=2 şi axa Ox. 
 ExerciŃiul 39. Fie f:[1,2]6R funcŃia definită prin: f(x)=(1+*x*)1/x;(∀)x0[1,2]. 
Să se arate că aria mulŃimii delimitate de graficul funcŃiei f, axa Ox şi dreptele x=1 şi 
x=2 este cuprinsă între 2  şi 3. 
 ExerciŃiul 40. Să se calculeze volumul corpului de rotaŃie determinat de funcŃia 
f:[0,2]→R definită prin f(x)=*x2−1*; (∀)x0[0,2]. 
 SoluŃie: FuncŃia f este continuă pe [0,2] şi f(x)$0, (∀)x0[0,2], atunci corpul 
de rotaŃie Cf determinat de funcŃia f are volum şi  
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 vol C x dx
x

x xf( ) = − = − +








 =∫π π

π2 2

0

2 5
3

0

2

1
5

2

3

46

15
. 

  
ExerciŃiul 41. Să se calculeze volumul corpului de rotaŃie determinat de funcŃia 

f:[0,π]→R definită prin: 

]
f x

x daca x

x daca x

( )

cos , ,

, ,

=

∈





− ∈












0
2

2 2

π

π π
π

 

 ExerciŃiul 42. Să se calculeze volumul corpului de rotaŃie determinat de funcŃia 
f:[0,2] →R definită prin: f(x)=e-x; (∀)x0[0,2]. 
 ExerciŃiul 43. Să se calculeze volumul corpului de rotaŃie determinat de funcŃia 
f:[0,1] →R definită prin: f(x)=arcsinx; (∀)x0[0,1]. 
 ExerciŃiul 44. Să se calculeze volumul corpului de rotaŃie determinat de funcŃia 
f:[1,e] →R definită prin: f(x)=xlnx; (∀)x0[1,e]. 
 ExerciŃiul 45. Să se calculeze volumul corpului de rotaŃie determinat de funcŃia 

f:[0,π] →R definită prin: 

)
f x

x x

x x

( )

cos ; ,

; ,

=

∈





− ∈












0
2

2 2

π

π π
π

 

 ExerciŃiul 46. Să se calculeze volumul corpului de rotaŃie determinat de funcŃia 

f:[0,2] →R definită prin: f x x x( ) ( )= + −1 12 ;(∀)x0[0,2]. 

 ExerciŃiul 47. Fie n0N; n$1. Să se calculeze volumul Vn al corpului de rotaŃie 

determinat de funcŃia f:[0,2nπ]→R definită prin: f x e xx( ) sin= − ; 

(∀)x0[0,2nπ]. 
 ExerciŃiul 48. Să se calculeze lungimea graficului funcŃiei f:[1,2] →R; 
f(x)=arccose

-x; (∀)x0[1,2]. 

 SoluŃie: Evident funcŃia f este derivabilă şi f x
e

e e

x

x x
' ( ) =

−
=

−

−

−1

1

12 2
; 

(∀)x0[1,2]. Deoarece f ' este continuă pe [1,2] rezultă că graficul funcŃiei are 
lungime finită şi 

 

( )

l f
e

dx
e

e
dx

ln e e
e e

e e

x

x

x

x x

( )

ln .

= +
−

=
−

=

= + − =
+ −

+ −

∫ ∫1
1

1 1

1
1

1

2
1

2

21

2

2

1

2 2 4

2

 

  

ExerciŃiul 49. Să se calculeze lungimea graficului funcŃiei f: 





e

e
,

1 →R definite 

prin: f(x)=lnx; (∀)x0 





e

e
,

1 . 
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 ExerciŃiul 50. Să se calculeze lungimea graficului funcŃiei f:[0,1]→R definite 

prin: f x
e e

x x

( ) =
+ −

2
; (∀)x0[0,1]. 

 ExerciŃiul 51. Să se calculeze lungimea graficului funcŃiei f:[3,5]→R 
definite prin f(x)=arcsine

-x; (∀)x0[3,5] 
 ExerciŃiul 52. Să se calculeze lungimea graficului funcŃiei f:[1,e] →R 

definite prin f x
x

x( ) ln= 





−
2

2

; (∀)x0[1,e]. 

 ExerciŃiul 53. Să se calculeze lungimea graficului funcŃiei f:
π π
3

2

3
,





 →R 

definite prin f(x)=lnsinx; (∀)x0
π π
3

2

3
,





 

 ExerciŃiul 54. Fie a>0. Să se calculeze lungimea graficului funcŃiei  
f:[0,a] →R definite prin f(x)=e

x; (∀)x0[0,a]. 
 ExerciŃiul 55. Să se calculeze aria suprafeŃei de rotaŃie determinată de funcŃia 
f:[-1,1] →R definită prin f(x)=e

x; (∀)x0[-1,1]. 
 SoluŃie: FuncŃia f este derivabilă pe [-1,1] şi f '(x)=e

x; (∀)x0[-1,1]. 
Deoarece f ' este continuă pe [-1,1] rezultă că suprafaŃa de rotaŃie determinată de 
funcŃia f are arie. 

 

( )

( ) ( )
A f e e dx e e e e

e
e e

e e e

e

x x x x x x( ) ln

ln .

= + = + + + +





=

= − + +
+ +

+ +

− −
∫2 1 1 1

1 1
1

1 1

2

1

1
2 2

1

1

2
3 2

2

2

π π

π
 

 ExerciŃiul 56. Să se calculeze aria suprafeŃei de rotaŃie determinate de funcŃia 
f:[0,π/2] →R definită prin f(x)=cosx; (∀)x0[0,π/2]. 
 ExerciŃiul 57. Să se calculeze aria suprafeŃei de rotaŃie determinate de funcŃia 
f:[0,π/4] →R definită prin f(x)=tgx; (∀)x0[0,π/4]. 
 ExerciŃiul 58. Să se calculeze aria suprafeŃei de rotaŃie determinate de funcŃia 
f:[0,1] →R definită prin f(x)=e

-x; (∀)x0[0,1]. 
 ExerciŃiul 59. Fie a>0. Să se calculeze aria suprafeŃei de rotaŃie determinate de 

funcŃia f:[-a,a] →R definită prin f(x)=
e e

a

ax ax+ −

2
; (∀)x0[-a,a]. 

 ExerciŃiul 60. Fie f,g:[0,1] →R funcŃiile definite prin f(x)=x
4 şi 

g(x)= x ;(∀)x0[0,1]. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al plăcii 
plane omogene delimitate de graficele funcŃiilor f şi g şi dreptele de ecuaŃii x=0 şi x=1. 
 SoluŃie: FuncŃiile f şi g sunt continue pe [0,1] şi f(x)#g(x), (∀)x0[0,1]. 
Avem: 
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( )

( )

( )

( )
.

36

15
,

2

1

36

152

1

,
2

1
1

0

4

1

0

8

1

0

42

1

1

0

52

3

1

0

4

1

0

4








⇒=

−

−

==











−









−

=

−

−

=

∫

∫

∫

∫

∫

∫
G

dxxx

dxxx

y

dxxx

dxxx

dxxx

dxxxx

x GG
 

 ExerciŃiul 61. Fie f:[0,2] →R funcŃia definită prin f x

e daca x

e

x
daca x

x

( )
, [ , )

, [ , ]
=

∈

∈








0 1

1 2
. 

Să se calculeze centrul de greutate al plăcii plane omogene delimitate de graficul 
funcŃiei f, axa Ox şi dreptele x=0; x=2. 
 ExerciŃiul 62. Să se calculeze centrul de greutate al plăcii plane omogene 
delimitate de curbele y=x

3, y=x şi dreptele de ecuaŃii x=0; x=1. 
 ExerciŃiul 63. Să se calculeze centrul de greutate al plăcii plane omogene 
delimitate de curba y=cosx, axa Ox şi dreptele de ecuaŃii x=0; x=π/2. 
 ExerciŃiul 64. Să se calculeze centrul de greutate al plăcii plane omogene 
delimitate de curba y=sinx,axa Ox şi dreptele de ecuaŃii x=0; x=π. 
 ExerciŃiul 65. Să se calculeze centrul de greutate al plăcii plane omogene 

delimitate de curba y= 4 2− x , axa Ox şi dreptele de ecuaŃii x=0; x=2. 
 ExerciŃiul 66. Să se calculeze centrul de greutate al plăcii plane omogene 

delimitate de curba y=
x

x
2

4
− ln , axa Ox şi dreptele de ecuaŃii x=1; x=2. 

 ExerciŃiul 67. Fie 1#a<b<+4 şi f:(0,+4)→R funcŃia definită prin 
f(x)=lnx;(∀)x0(0,+4). Să se calculeze centrul de greutate al plăcii plane omogene 
delimitate de graficul funcŃiei f, axa Ox şi dreptele de ecuaŃii x=a; x=b. 
 ExerciŃiul 68. Fie F:R→R funcŃia definită prin F(x)=x

2; (∀)x0R. Să se calculeze 
lucrul mecanic efectuat de forŃa 

�

F  pentru deplasarea unei particule materiale P din 
punctul a=1 în punctul b=10. 
 SoluŃie: FuncŃia F este continuă şi atunci lucrul mecanic efectuat este: 

L L F x dxa b= = =
−

=∫, ( ) 2

1

10 310 1

3
333. 

 ExerciŃiul 69. Fie F:R→R funcŃia definită prin F(x)=x; (∀)x0R. Să se calculeze 
lucrul mecanic efectuat de forŃa 

�

F  pentru deplasarea unei particule materiale P din 
punctul a=0 în punctul b=4. 

 ExerciŃiul 70. Fie F:(0,+4) →R funcŃia definită prin F(x)=
− ∈

− ≥









1
0 1

1

2

4

x
x

x x

; ( , )

;

. 

  Să se calculeze lucrul mecanic efectuat de forŃa 
�

F  pentru deplasarea unei 
particule materiale P din punctul a=1/2 în punctul b=2. 

 ExerciŃiul 71. Se consideră funcŃia: f x e dtt
x

( ) = ∫
tg

arctg 2

0
. 

a) Să se arate că f este definită şi derivabilă pe R; 
b) Să se calculeze f '; 
c) Să se deducă relaŃia: 
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xf x

e
dx

e

e

x
dx

x

x( )
2

2

0

1

2
0

11

2 1 8
∫ ∫+

+
=

π
. 

 ExerciŃiul 72. a) Dacă f şi g sunt două funcŃii continue pe [a,b] să se arate că 
trinomul: 

 ( )t g x dx t f x g x dx f x dx
a

b

a

b

a

b
2 2 22( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫+ +  

este nenegativ pentru (∀)t0R. 
  b) Să se deducă inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski în forma integrală: 

 f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫≤
















2 2  

 ExerciŃiul 73. Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski în forma integrală să se 
arate că: 

 ln
( )

sin
n

n n n
si xdx

+





≤
+

<∫
1 1

1 3

3

2

0

2

π

π
 

 ExerciŃiul 74. Fie f:[0,a]→R o funcŃie cu derivata continuă şi astfel ca f(0)=0. 
Atunci: 

a) f x dx a x f x dx
a a

( ) ( ) '( )
0 0
∫ ∫= −  şi să se deducă de aici că: 

f x dx
a

f x
a

x a
( ) max '( )

0

2

02
∫ ≤

≤ ≤
; 

b) f x f x dx
a

f x dx
a a

'( ) ( ) '( )
0

2

02
∫ ∫≤ . 

ExerciŃiul 75. Să se determine numărul n0N astfel ca volumul corpului ob]inut 

prin rotirea graficului funcŃiei f(x)=cos(narccosx) în jurul axei Ox să fie egal cu 
2

3

π
. 

 
ExerciŃiul 76. (problema 23314 G.M. 7/1995 pag.333) Notăm 

a x
x

dxn
n

n

=
+

∫ sin
11

,n0N*. Să se calculeze lim ( )
n

nn a
→∞

α , unde a0R este fixat. 

SoluŃie: Conform teoremei de medie (∃)xn0(n,n+1) astfel încât a x
x

n n
n

= sin
1

. 

Cum xn>n, rezultă lim
n

nx
→∞

= ∞ . Atunci: lim lim sin lim

sin

n
n

n
n

n n

n

n

a x
x

x

x

→∞ →∞ →∞
= = =

1

1

1
1. Prin 

urmare lim lim lim lim

,

,
n

n
n n

n
n

n a n a n

daca

daca

daca
→∞ →∞ →∞ →∞

= = =

<

=

∞ >









α α α
α
α
α

0 0

1 0

0

. 
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ExerciŃiul 77. (problema 23319 G.M. 7/1995 pag 333) Fie funcŃia f:R→R; 

f x
nx

x x n
n ( ) =

+ +

2
2 2

,n0N* şi an=maxfn(x). 

a) Să se calculeze An=a1a2...an şi să se arate că: A
k

n

k
n
k

k

n C=
−

+=
∑

( )1

2 10
. 

b) Să se calculeze B m
k m

n

k
n
k

k

n C( )
( )

=
−

+=
∑

1

20
; m0N* fixat. 

SoluŃie: a) Derivata funcŃiei fn este funcŃia  f 'n:R6R, 
( )

f
n n x

x x n
n '

( )
=

−

+ +

2 2 2

2 2
. 

Maximul funcŃiei se atinge în punctul x=n şi este a
n

n
n =

+
2

2 1
. Atunci: 

An=a1a2...an=
2

3

4

5

2

2 1
...

n

n +
 (1) 

Calculăm acum suma S
k

k
n
k

k

n C=
−

+=
∑

( )1

2 10
. Folosind proprietăŃile integralei şi faptul că 

integrala unei funcŃii pare pe un interval [-a,a] este dublul integralei acelei funcŃii pe 
intervalul [0,a], avem: 

 

S
k

x dx x dx

x dx x dx A

k
n
k

k

n
k

n
k k

k

n
k

n
k

k

n
k

n n
n n

C
C C=

−
+

= −






= −





=

= − = − =

= = =

−

∑ ∫∑ ∑∫

∫ ∫

( )
( ) ( )

( ) ( ) ,

1

2 1
1 1

1
1

2
1

1

2

0

2

0

1

0 0

2

0

1

2

0

1
2

1

1
(2) 

unde pentru m,n0N notăm A x x dxn m
n m

, ( ) ( )= + +
−
∫ 1 1
1

1
. Calculând prin părŃi, obŃinem 

formula de recurenŃă A
n

m
An m n m, ,=

+ − +1 1 1 pe care aplicând-o în mod repetat obŃinem:  

( )( ) ( ) ( )
A

n

m m m n
A

m n

m n

A
n

n

n

n n

n

n

n m m n

m n

n n

n n

, ,

,

!

...

! !

!

( !)

( )!

( !)

( )!!( )!!

...

... ( )

=
+ + +

=
+ +

⇒

⇒ =
+

=
+

=
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

+

+ +

1 2

2

1

1

2

2

2 1

2

2 2 1

2 4 6 2

3 5 7 2 1

0

1

2 2 2
 

łinând seama de (1) şi (2) rezultă A S
k

n

k
n
k

k

n C= =
−

+=
∑

( )1

2 10
. 

b) 

B m
k m

x dx

x dx x x dx

n

k
n
k

k

n
k

n
k

k

n

m k
n
k

k

n
m n

C
C

C

k m

( )
( )

( )

( ) ( ) .

=
−

+
= −







=

= −





 = −

= =

−

=

−

∑ ∫∑

∑∫ ∫

+ −1

2
1

1 1

0

2

0

1

0

1

00

1
1 2

0

1

1
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Integrând prin părŃi se obŃine formula de recurenŃă Bn(m)=Bn+1(m−2). Se aplică repetat 
această formulă, discutându-se după paritatea lui m, iar 

( )

B
q

x
q

dx A iar

B x x dx
x

q

q q

q q

q

q

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

,1 1 2

0

1 1

2

2 1
1 2 1

2 1
0

1
1

2 1
2

0

1

= −∫ =

= − =
− +

− +
=

+
∫

. 

  
ExerciŃiul 78 (problema dată la olimpiada 1997, etapa pe municipiu, Bucureşti) 

 Fie p0N* şi (an)n$1 un şir cu an$1, (∀)n0N* şi an→4. Să se calculeze 
[ ]

lim
n

n

nk

a a

a k

n

p

→∞ = +
∑ 2 2

1
, (unde prin [x] s-a notat partea întreagă a numărului x). 

 SoluŃie: Fie n0N* şi 
[ ]

f
a

a
f x

x

n
p

n

: , ; ( )0
1

1 2













→ =
+

R . Considerăm diviziunea 

∆=
[ ] [ ]

0
1 2 1

, , ,..., ,
a a

a

a

a

an n

n
p

n

n
p

n

−









  şi sumele inferioare şi superioare Darboux: 

[ ] [ ]

[ ] [ ][ ]

s f f
k

a a

a

a k
si

S f f
k

a a
f

a

a

a k
f

a

a a

n nk

a
n

nk

a

n n n

n

nk

a
n

p

n nk

a

n

p

n

p

n

p

n

p

∆

∆

( )

( ) ( ) ( )

=








 =

+

=
−







 = +

+
−













= =

==

∑ ∑

∑∑

1

1 1
0

1 1
1

1
2 2

1

2 2
11

 

FuncŃia fiind descrescătoare pe [0,+4). 
 Dacă notăm (xn)n$1, şirul dat de relaŃiile (1), deducem că  

 
[ ]

S f
a

f
a

a a
x s f

n

n
p

n n
n∆ ∆( ) ( ) ( )− +











 = =

1 1
2 .  

Cum f este continuă rezultă că f este integrabilă pe 

[ ]
0,

a

a

n
p

n











 , din (2) rezultă 

[ ] [ ]

[ ]
f x dx b x f x dx unde b

a
f

a

a

a

a

n n

a

a

n
n

n

p

n

n
p

n

n
p

n

( ) ( ) ,
0 0

1
1∫ ∫+ ≤ ≤ =











 −













,  

deci 
[ ] [ ]

arctg arctg
a

a
b x

a

a
n

n
p

n
n n

n
p

n

+ ≤ ≤ ∀ ≥;( ) ( )1 3  

 Deoarece f este mărginită şi lim lim
n

n
n

na b
→∞ →∞

= +∞⇒ = 0. Dacă p=1 din (3) rezultă 

lim
n

nx
→∞

=
π
4

, iar dacă p$2, rezultă lim
n

nx
→∞

=
π
2

. 
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 ExerciŃiul 79. (problemă dată la olimpiada naŃională 1997) 
 Să se arate că pentru orice funcŃie continuă      f:[-1,1]→R are loc inegalitatea: 

 f x dx f x dx xf x dx
2

1

1

1

1 2

1

1 2
1

2

3

2
( ) ( ) ( )

− − −
∫ ∫ ∫≥







 +







 . PrecizaŃi funcŃiile f pentru care 

inegalitatea de mai sus devine egalitate. 

SoluŃie: Dacă f este pară atunci xf x dx( )
−
∫ =
1

1
0  şi inegalitatea din enunŃ devine: 

f x dx f x dx
2

0

1

0

1 2

( ) ( )∫ ∫≥






 (1) 

Dacă f este impară, ea devine: f x dx xf x dx
2

0

1

0

1 2

3( ) ( )∫ ∫≥






 (2). Inegalită]ile (1) şi (2) se 

deduc din inegalitatea Cauchy-Schwartz-Buniakowski 

f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( ) ,
0

1 2
2 2

0

1

0

1

∫ ∫∫






 ≤  considerând g(x)=1 pentru (1) şi g(x)=x pentru 

(2). 
 Fie f:[-1,1]→R o funcŃie continuă şi f1,f2:[-1,1]→R 

f x
f x f x

f x
f x f x

1 22 2
( )

( ) ( )
; ( )

( ) ( )
=

+ −
=

− −
. Evident f1 este pară, f2 este impară şi 

f=f1+f2. Cum f1f2 este impară atunci  

 f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx2

1

1

1
2

1

1

2
2

1

1

1
2

0

1

2
2

0

1
2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

− − −
∫ ∫ ∫ ∫ ∫= + = +







  

 

)4()(3)(2

)(
2

3
)(

2

1
)(

2

3
)(

2

1

21

0

2

21

0

1

21

1

2

21

1

1

21

1

21

1























+








=

=







+








=








+









∫∫

∫∫∫∫
−−−−

dxxxfdxxf

dxxxfdxxfdxxxfdxxf

 

Din (3) şi (4) inegalitatea din enunŃ devine: 

f x dx f x dx f x dx xf x dx1
2

0

1

2
2

0

1

1
0

1 2

2
0

1 2

3( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫+ ≥






 +







 , care este adevărată din 

(1) şi (2). 
Egalitatea are loc dacă şi numai dacă:  

 f x dx f x dx si f x dx xf x dx1
2

0

1

1
0

1 2

2
2

0

1

2
0

1 2

3( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫=






 =







 .  

Cum în inegalitatea C-S-B cazul de egalitate are loc dacă şi numai dacă f=λg cu λ0R 
obŃinem: f1(x)=a, f2(x)=bx cu a,b0R şi deci f(x)=a+bx, (∀)x0[-1,1]. 
 

ExerciŃiul 80. (problemă dată la olimpiada naŃională 1997) 
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 Fie şirul de funcŃii (fn)n0N, fn:[0,1]6[0,+4) cu f0 continuă arbitrară şi 

fn+1(x)=
1

10 +
∫

f t
dt

n

x

( )
; (∀)n0N şi x0[0,1]. Să se arate că pentru orice x0[0,1] şirul fn 

este convergent şi să se calculeze limita sa. 
 SoluŃie: Pentru început vom rezolva în mulŃimea funcŃiilor continue şi pozitive pe 

[0,1] ecuaŃia funcŃională f x
f t

dt( )
( )

=
+

∫
1

10

1
, x0[0,1] (1) 

 Fie f o soluŃie a ecuaŃiei (1). Atunci f este derivabilă pe [0,1] şi 

f x
f x

'( )
( )

=
+

1

1
 sau f '(x)(1+f(x))=1. Cum f t f t dt dt

x x

'( )( ( ))1
0 0

+ =∫ ∫  şi f(0)=0, obŃinem 

f x
f x x deci f x x

2

2
0 1 2 1

( )
( ) , ( )+ − = = + − . Vom arăta că 

lim ( ) ( )
n

nf x f x
→∞

= ,(∀)x0[0,1]. Pentru x=0 este evident. Fie x0(0,1). Avem: 

 
( )( )

f x f x
f t f t

dt
f t f t

f t f t
dt

f t f t dt x f t f t cu t x

n
n

x
n

n

x

n

x

n

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ , ]

− =
+

−
+









 =

−
+ +

≤

≤ − = − ∈

−

−

−

− −

∫ ∫

∫

1

1

1

1 1 1

0

10

1

10

1
0

1 1 1 1

 

obŃinut prin aplicarea teoremei de medie funcŃiei fn-1−f pe [0,x]. Procedând analog 
obŃinem: 

f t f t t f t f t t t f t f t

t t t f t f t cu t t x

n n n

n n n n

− − −

−

− ≤ − ≤ − ≤ ≤

≤ − ≤ ≤ ≤ ≤
1 1 1 1 2 2 2 1 2 3 3 3

1 2 1 0 10

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

... ( ) ( ) ...
 

ObŃinem în final f x f x x f t f tn
n

t
( ) ( ) ( ) ( )

[ , ]
max− ≤ −
∈ 0 1

0 . Cum 

lim lim ( ) ( )
[ , ]

( ) ( )
n

n

t n
nx f x f xf t f t

→∞ ∈ →∞
− = ⇒ =
0 1

0 0 . 

 Pentru x=1, fie ε>0 şi a0(0,ε/4). Avem: 

( )

f f f t f t dt f t f t dt f t f t dt

f t f t dt a f t f t f t f t dt

a f t f t f t f t dt a

n n n

a

n
a

n
t

n

a

n

a

t
n n

a

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) max ( ) ( ) ( ) ( )

max ( ) ( ) ( ) ( )

[ , ]

[ , ]

1 1

2

1
0

1

1
0

1

1
1

1

1
0 1

1
0

1

1
0

1

0 1
1 1

0

1

− ≤ − = − + − ≤

≤ − + − ≤ − +

+ + ≤ − +

− −

−

−
−

−
∈

−

−

−

−

∈
− −

−

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

 

Cum lim ( ) ( )
n

n

a

f t f t dt
→∞

−

−
− =∫ 1

0

1
0 , (∃)Nε0N astfel încât pentru (∀)n$Nε rezultă 

f t f t dtn

a

−

−
− ≤∫ 1

0

1

2
( ) ( )

ε
. 

ObŃinem f f an ( ) ( )1 1
2

2− ≤ + <
ε

ε ,(∀)n$Nε deci lim ( ) ( )
n

nf f
→∞

=1 1 . 

 ExerciŃiul 81. (23733 G.M. 4-5/1997 pag.199) 
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 Fie f:[0,1]6R derivabilă de două ori pe [0,1] cu f "(x)>0, (∀)x0[0,1]. 
Dacă p0N, p$2 demonstraŃi că: 

f x dx
p

p
f

p

p
f x dx

p

( ) ( ) ( )
1

1

2

2

0

11
1

1
∫ ∫≤

−
+

−





  

 SoluŃie: FuncŃia f este integrabilă Riemann pe [0,1] deci şi pe [1/p,1]. Fie ∆ 

o diviziune echidistantă a intervalului [1/p,1] de normă 
p

pn

− 1
 

∆: ...
( )

...
( )

x
p

x
p

p

pn
x

p

k p

pn
x

p

n p

pn
k n0 1

1 1 1 1 1 1 1
1= < = +

−
< < = +

−
< < = +

−
=  

Atunci:  

f x dx f x x x f
p

k p

pn

p

pn

p

pn
f

p

k p

pn

p

n
k k k

k

n

n k

n

n k

n

( ) lim ( )( ) lim
( )

lim
( )

.

1

1

1
1 1

1

1 1 1

1 1 1

∫ ∑ ∑

∑

= − = +
−








−
=

=
−

+
−








→∞
−

= →∞ =

→∞ =

 

FuncŃia f fiind convexă, avem: 
 

f
p

k p

pn
f

p

p

p

k

n p
f

p

p
f

k

n
deci

f
p

k p

pn

n

p
f

p

p
f

k

n
si

k

n

k

n

1 1 1 1 1
1

1

1 1
1

1

11

+
−






 = +

−





 ≤ +

− 







+
−






 ≤ +

− 



==

∑∑

( )
( )

( )
( )

 

p

pn
f

p

k p

pn

p

p
f

p

p n
f

n

kk

n

k

n−
+

−





 ≤

−
+

−















= =
∑ ∑

1 1 1 1
1

1 1

1
2

2

1

( )
( )  

Prin urmare  

f x dx
p

p
f

p

p n
f

n

k
p

k

n

( ) ( )
1

1

2

2

1

1
1

1 1
∫ ∑≤

−
+

−















=
. 

 

Dar lim ( )
n k

n

on
f

n

k
f x dx

→∞ =







=∑ ∫
1

1

1
 deci: 

f x dx
p

p
f

p

p
f x dx

p

( ) ( ) ( )
1

1

2

2

0

11
1

1
∫ ∫≤

−
+

−





  ceea ce trebuia arătat. 

 ExerciŃiul 82. (G.M. 7-8/1997, problema 23776) 
Să se arate că dacă f:[1989,1999]→R este o funcŃie integrabilă şi convexă, 

atunci f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( )
1992

1996

1989

1991

1997

1999

∫ ∫ ∫≤ +  
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SoluŃie: Considerăm şirurile de diviziuni echidistante tinzând în normă la zero 
pentru intervalele 
[1989,1991],[1992,1994],[1994,1996],[1997,1999]. 

∆

∆

∆

∆

1

2 0

3 0

4 0

1989 1991 1989
2

0

1992 1994 1992
2

0

1994 1996 1994
2

0

1997 1999 1997
2

0

n
o
n

n
n

k
n

n n
n
n

k
n

n n
n
n

k
n

n n
n
n

k
n

x x x
n

k k n

y y y
n

k k n

z z z
n

k k n

t t t
n

k k n

= = < < = = + =

= = < < = = + =

= = < < = = + =

= = < < = = + =

( ... ), ; ,

( ... ), ; ,

( ... ), ; ,

( ... ), ; ,

 

Atunci ∆ i
n

n
= →

2
0.(∀)i0{1,...,4}. Vom determina λ,µ0(0,1) astfel încât 

y x t si z x tk
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n= + − = + −λ λ µ µ( ) ( )1 1  (∀)n0N*, k0{1,...,n}. Avem: 

 
1992

2
1989

2
1 1997

2

1992 1997 8
5

8

+ = +





 + − +






 ⇔

⇔ = − ⇔ =

n
k

n
k

n
kλ λ

λ λ

( )
 

şi analog µ =
3

8
. 

 Folosind convexitatea funcŃiei f, avem: 

( )
f y f x f t si f z f x f t

f y f z f x f t n k n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),( ) ,( ) ,*

≤ + = + ⇒

⇒ + ≤ + ∀ ∈ ∀ = ⇒

5

8

3

8

3

8

5

8

0N
 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
⇒ + ≤ + ⇒

⇒ + ≤ +

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑f y

n
f z

n
f x

n
f t

n

f y f z f x f t

k
n

k

n

k
n

k

n

k
n

k

n

k
n

k

n

n n n n
n n n n

( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,

2 2 2 2

1 1 1 1

2 3 1 4
σ σ σ σ

∆ ∆ ∆ ∆

 

Deoarece f este integrabilă pe intervalele compacte mai sus menŃionate, trecând la limită 
se obŃine: 

f x dx f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( ) ( )
1992

1994

1994

1996

1989

1991

1997

1999

∫ ∫ ∫ ∫+ ≤ +  rezultă: 

f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( )
1992

1996

1989

1991

1997

1999

∫ ∫ ∫≤ + . 

 ExerciŃiul 83. (G.M. 8/1995, problema 23341) 
 Să se calculeze: 

 L
n

n
k

n

k

n

n k

n

=
+





→∞ =
∑lim

sin cos

1

2

1

2
4 4

1 π π
 

 SoluŃie:  
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 L
k

n

k

n

nn k

n

=
+





→∞ =
∑lim

sin cos

1

2 2

1

4 4

1

1 π π
 

 Fie f:[0,1]6R, f x

x x

( )
sin cos

=






+ 





1

4 4

π π
 continuă pe [0,1] şi deci 

integrabilă pe [0,1]. Considerăm pe [0,1] şirul de diviziuni 

∆n:(0=x0<x1=
1

n
<...<xn=1) cu ∆ = →

1
0

n
 şi sistemul de puncte intermediare 

ξ k

k

n
k n= =, ,1 ; suma din enunŃ este o sumă Riemann a funcŃiei f pe [0,1]  

multiplicată cu 
1

2 2
: 

 
1

2 2

1

2 2

1

2 2

1 1

4 4

1
1 1

σ ξ ξ
π π∆ n

f f x x
n k

n

k

n

k k k k
k

n

k

n

( , ) ( )( )
sin cos

= − =






+ 





−
= =
∑ ∑  

L f x dx

x x

dx
t t

dt

t

dt

t

dt

x t

= =






 + 








=
+

=

=
+








=
+








∫ ∫ ∫

∫ ∫

=
1

2 2

1

2 2

1

4 4

1

2 2

1 4

2

2

1

2
4

1 1

4

0

1

0

1 4

0

4

0

4

0

4

( )
sin cos

sin cos

sin sin

π π π

π π π π

π π

π π
 

Cum  

( )1

4
2 8 8 8

2 1

1 2 1
1

2 1
2 1

0

4

0

4

sin
ln ln ln

ln ln( ) ln ln( ).

t

dt tg
t

tg

+







= +





 = +






 − − =

= − − =
−

= +

∫ π
π π π

π π

 

ExerciŃiul 84. Să se arate că există o funcŃie continuă f:R→R astfel încât 
1 1

22
0x
e tdt f xt

x

sin ( )∫ + = ,(∀)x0R*. 

ExerciŃiul 85. Fie f x ex e
x e

x e
( ) ln= +

−

+
4 2 . Se cer: 

a) Aria cuprinsă între graficul lui f, axa Ox şi dreptele  x=2e, x=3e; 
b) Lungimea arcului de curbă y=f(x) cuprins între dreptele x=2e, x=3e. 
ExerciŃiul 86. Să se calculeze volumul torului generat de rotaŃia suprafeŃei plane 

limitate de cercul  
x

2+(y-h)2=R
2, (h>R) 

în jurul axei Ox. 
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