Exercitii analiza matematica clasa a Xll-a Virgil-Mihail Zaharia
2 3

Exercitiul 1. Si se arate ca e?(e—1) < | li dx < % (e—1)
e Inx

Solutie: Fie f: [ e, e’1-R functia definita prin:

f(x)=——; (V)x e[e.e’].

Evident flmcgilan; este derivabila si
f'(x)= lrllri;_xl > 0;(V)x € (e, ¢*], rezulti f este strict crescitoare. Prin urmare
fe)<fix)<fie®), (V)xe(e,e’). Dar fle)=e si
f(ez) =§:> e< <§; (V)x e(e,e?) :>e£edx< egﬁdx <e£72dx

e e 2 2

Jedx:ex|e =e(e” —e)=e“(e-1);

¢ e? e’ ¢ et & &l 2 ¢ x e

—dx=—x| =——-——=—((€e-D)=e(e-D)<[—dr<—(e—-1) .

£ 2 2 . 2 2 2 ( ) ( ) £lnx 2 ( )
Exercitiul 2. S3 se arate ca:

1 5 _
a) 22 < [Vx2 +4x+5de <2410, b) B3<]E Lix < J6;
-1

2Vx+1
-1 3 7 3
o) O<J(2x+—2)dx<l; ) 9<J1+x2dx<35;
2x " +x+1 21+ x
3 2 ¢ 4
e) In=<[In(x" —x+1)dx <O0; f) e<fe’ dx<e;
0 1

2 72 1 1 73
dx < ——;

2 5
g) ——=<[e* dx<2e?; h) < ;
0 8 044-2x? - &3 9

NE
i) 243 In(4 — 7)< [In(4arctgx — 2x + 2)dx < 231nr;

5

3
3 1 +3 ! I
J) —<jex2dx<e ; k) 2x/2£jex2dx+jel “de<lte
4 3 0 0
¢ *
Exercitiul 3. Fie 7, = [(Inx)"dx;n e N .
1
a) Sa se arate ca sirul (/,) este monoton si marginit;
b) Sa se gaseasca o formula de recuren]a intre 1, si /1,1, €N, n>2;
c) Sa se calculeze lim 7,.
n—>®0
Solutie:

e e
a) I, =[In"xdx; I, ,=]In"" xdx
1 1
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(V)neN" avem: I, —1I, = [In" x(Inx — )dx
1

Cumxe[1, e] obtinem Inxe [0, 1] si deci I+, <1, rezulta sirul (/,) este
descrescator.

Deoarece O<Inx<1; (V)xe [1, e], rezultd 0</,<e—1; (V)neN*, sirul (7,) este
marginit.

e e e
b) 1, =]In" xdx = [ (x)'In" xdx = xInx|; —=n[In""" xdx = e—nl,_;
1 1
(V)n eN;n>2.
c) Sirul (/,) filnd monoton si marginit, este convergent. Fie /= lim /,;

n— 0
Ie [0, e-1]. Din relatia de recurenta /,=e—nl, ;n>2 rezulta
Lin=e~ (D), | :(n+1)
1 e

n+l _

n+1 n+1_

.1 ) e
lim ~2+L = lim
nson+1 noo\p+1

I; (Y)n>1; prin trecere la limitd rezulta

—In) = lim 7, =0.

n—>®
1 %
Exercitiul 4. Se considera sirul (I),.1, unde 7, = [In(1+ x")dx;n e N .
0

a) Aratati ca sirul (/,) este monoton §i marginit;
b) Calculati lim 7,.

n—» 0
Exercitiul 5. Sa se arate ca daca pentru functia continua f: [0, 1] —R exista
un numar natural n>2 astfel incat:

1
jf(x)dx:1+l+...+l
0 2 n

C e A 1-c"
atunci exista ce(0,1) astfel incat f{c)= " <

Exercitiul 6. Fie >0 s1 f: [0, a] —R o functie continua si crescatoare. Sa se
arate ca pentru orice be(0,a) avem:

af £y < bf £(x)dx.
0 0

a b a
Solutie: Deoarece [ f(x)dx = [ f(x)dx + | f(x)dx rezulta ca inegalitatea din
0 0 b

concluzia problemei are loc daca si numai daca:

(a-— b)[f f(x)dx < blj) f(x)dx . Conform teoremei de medie exista c¢;€ (0, b] si
cE b, al (z)lstfel incﬁt:a

(oM =bf ) si- 1 =(a=b)f (e,
Cum O<ci<b<cy<a rezultéaf(cl)éj(cz) —=b{(a—b) f(c1)<b- (a—b)f(c;) =
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b a
[/ (x)dx [ f(x)dx

b(a —b)?° s Sb(a—b)bafb:

s 4 F()dv—bf F(r)dx <b] £ (x)dx =
0 0 b

= aljjf(x)dx < b(lf)f(x)dx + Tf(x)dxj =
0 0 b

= alff(x)dx < bcjlf(x)dx.
0 0

Exercitiul 7. Fie a,beR cu a<b sif:[a, b] —R o functie continua. Sa se
arate ca exista ce(a,b) astfel incat:

1(e) = a+b-2c ‘
(c—a)(c—b)

Solutie: In baza teoremei de existentd a primitivelor unei functii continue,
functia F: [ a, b] —R definita prin:

X
F(x)=][f(t)dt;(V)x €[a,b] este o primitiva a functiei fpe [a, b], rezulta F este
a

derivabild pe [a, b] si F'(x)=f(x); (V)xe [a, b]. Atunci functia g: [ a, b] —R definita
prin g(x)=(x—a)(x—b)e"™; (V)xe [a, b] este continud pe [a,b], derivabili pe (a,b)
si rezulta

g (0)=(x—b)e" V+(x—a)e™ H+(x—a)(x—b)F(x)e =

= [2x—a—bH(x—a)(x-b)f(x)1 "; (V)xe (a, b) .
Deoarece g(a)=g(b)=0 atunci conform teoremei lui Rolle (3)ce(a,b) astfel incat g'(c)=0.
Deoarece ¢« 0, deducem cd 2c—a—b+(c—a)(c—b)f (¢)=0, rezultd

1(0) = a+b-2c ‘
(c—a)(c—-b)

Exercitiul 8. Sa se determine toate functiile continue f: [0, +0)— [0, +0) cu
proprietatea ca f{x)>0, (V)xe(0,+) si care verifica relatia:

¥ F()dt = £(x):(V)x €[0,400).

Solutie: Presupunem ca exista o functie continua f care satisface cerintele
problemei. Atunci, in baza teoremei de existentd a primitivelor, functia

F:10, +) —>R definita prin F(x) = )jc f()dt;(V)x €[0,+0) este derivabila pe
0
[0, +=), rezultd f este derivabild pe [0, +). Derivand egalitatea data in
problema, obtinem ca:
flx)  x°+2
S(x)
3

In £ (x) = % +2Inx + ¢ (V)x[0,400).

;(V)x €(0,490), iar prin integrare rezulta
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Prin urmare functia f are forma:

x3

f(x)= ox? + e?;(V) €[0,+x0);c €(0,+o).
Exercitiul 9. Sa se determine functiile derivabile f: [0, +] —R care au
proprietatea ca:

x4+ [ £t = (x + 1) £ (x) :(V)x>0.
0

Exercitiul 10. Sa se determine toate functiile continue f: [0, +) — [0, +) cu
proprietatea ca f(x)>0; (V)xe(0,+) si care verifica egalitatea

3] £ (1)dt = 231 (x); (V)RE [0, +o).
0

Exercitiul 11. Sa Se determine functiile derivabile f.R—R care satisfac egalitatea:

¢ F(x)— [ f()dt = 2x%:(¥)xeR.

Exercitiul 12. Sa se determine toate functiile continue f: [0, +) — (O,%) care

satisfac relatia:
[tef (x)dx = [ctef (x)dx ; (V)XE [0, +oo).
0 0

1

. .1 5
Exercitiul 13. Sa se calculeze: lim — [[nx]dx, unde [a] este partea intreaga a
n—o 71

numarului real a.

Solutie: Fie neN'". Atunci (V)keN, k<n—1 si (V)xe[ﬁ u} avem [nx]=k. De
n

aici deducem ca:

1 2 3
1 n n n
j j j j dx +.. +j(n )dx =
0 0 1 2 -l
:l+2+3++—1:l(1+.“+n—1):ln(n_l):n—_l.
n n n n n n 2 2
11 1 1 1
lim — [[nx]dx = lim -2 =~
n—® 1) n—son 2 2

Exercitiul 14. Fie peN, p>2. Sa se calculeze

lim —j[ p"x]dx.,unde [a] este partea intreagd a numarului real a.
n—> 0 p 0

Exercitiul 15. Fie p,geN; p,g>2. Sa se calculeze:

1
[[p"x]dx
lim &——— unde [a] este partea intreagi a numarului real a.
n—»o n
[[g"x]dx
0

Exercitiul 16. Sa se calculeze:
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1

- 1
lim [e” — 1] [[nx]e*dx,unde [a] este partea intreagd a numarului real a.
n—> 0

Xz [2
[ e dt

Exercitiul 17. Sa se calculeze: lim - 5
x>0 sm” x

Solutie: Fie fR—R definita prin f{¢)= e ,(V)teR; f fiind continua, admite
primitive. Fie F:R—R o primitivi a functiei £. Atunci F este derivabila si F'(f)=¢",
(V)teR. Pe de alta parte, din continuitatea functiei f deducem ca ea este integrabila pe

[0, x°1;(V)xeR. Atunci, in baza formulei lui Leibnitz-Newton, avem:
2

| et2 dt=F (xz) — F(0);(V)xeR. Deoarece F este continua, lirr(l) F (xz) = F(0).
0 X—>

Cum lim sin?

x—0

indeplinite ipotezele teoremei lui 1'Hospital, rezulta:
2

. . 0 < =
x = 0 se obtine o nedeterminare de forma o Observam ca sunt

x 2
[ e dt 5 , |
>0 sin"x x>0 s x x>0 (sin® x)
VL2 x4
:]jmsz—(x):th:L

x—>02sinxcosx x—0S8iNXCOSX

Exercitiul 18. Sa se calculeze:

[sint?dt [cost?dt
a) lim®——; b) lim &——;
x—0 X x—0 X
I 1 | (arctgr)? dt
¢) lim|—J(1+sin2¢)!dt |, d) lim & ———;
) x—0 xg)( ) )x~>oo 1x2+1
siIJ}x tzd tgx tzd
e dt | e dt
0 0
e) )}E;I}[ tox p 5 f) hn% ctgx 2 B
je dt x—>2 J e dt
0 0
X 4 X
@) lim|—[—" i) lim| —— [ |
2 3 3 3
x—>o| x 0(1+t2)5 x—ol Inx 1+¢
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1

(Tetzdtjz 1
i) lim —2—"—; j) lim| x* e’ sinzdt |;
X—>0 Ieztzdt X—>0 0
0
1
N (Y )R
k) lim— [z dr, ) hm([e dtj ;
x—=0x“ o x—>0\ ()
x>0
sinx
tgtdt
_(1%¢+10 e
m) lim|—| | dt |; n) hmtgx—;
0o I 0 | ~/sintdt
0
0) lim (%Itsinz tdz‘j; p) lim (lj\/;sintdtj.
X—=>0\ X" 0 X—>\ X (

Exercitiul 19. Fie £ [1, 2] —R functia definitd prin fx)=x"; (V)xe [1, 2].
Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de graficul functiei £, dreptele de
ecuatii x=1; x=2 si axa Ox.
Solutie: Functia f fiind continud si pozitiva rezultd multimea /;delimitata de
graficul functiei f, dreptele de ecuatii x=1; x=2, axa Ox are arie $i:
412

2 x 15
aria(lT,) = [ dx =" =—.
@) { 4] 4
Exercitiul 20. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curba
2
x°—8x

y= ; dreptele x=8, x=9 si axa Ox.

x+1
Exercitiul 21. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curba

y=x"arctgx; dreptele x=0, x=1 si axa Ox.
Exercitiul 22. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curba

y= Jx?+ 2|x , dreptele x=0, x=1 si axa Ox.

Exercitiul 23. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curba
y=(x+1)Inx, dreptele x=1, x=3 si axa Ox.

Exercitiul 24. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curba
y=sinx|Incosx|, dreptele x=0, x=rt/4 si axa Ox.

Exercitiul 25. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curba
y= & , dreptele x=0, x=4si axa Ox.

|x - 2| + |x -3

Exercitiul 26. Fie f,g: [2, 5] ~R functiile definite prin f{x)=-x" si
g(x)=e";(V)xe [2, 5]. Sa se calculeze aria multimii plane delimitate de graficele
functiilor f'si g si dreptele de ecuatii x=2 si x=5.

Solutie: Functiile f's1 g sunt continue. Mai mult f{x)<g(x),(V)xe [2, 5], rezulta
multimea /7, delimitatd de graficele celor doua functii f'si g, dreptele x=2, x=5 are arie

S1
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5

5 3
aria(T'y ,) = j(ex +x2)dx = [ex +%j = ¢’ —e® +309.
2

2

Exercitiul 27. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curbele x=¢";
y=(x+1)e™ si dreptele x=0, x=1.

Exercitiul 28. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curbele
y=xarctgx; y=In(1+x") si dreptele x=0, x=1.

Exercitiul 29. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de parabola
y=2x—x" si drepta x+y=0.

Exercitiul 30. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curbele y=27;
y=2 s1 x=0.

. ];errcitiul 31. Si se calculeze aria multimii din plan delimitate de curbele y=2-x>

sy =x".

Exercitiul 32. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curbele y=Inx si
y=In"x.

Exercitiul 33. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curba
y=max { x*+3x+2, —-x+6x+7} dreptele x=-3; x=3 si axa Ox.

Exercitiul 34. Sa se calculeze aria multimii din plan delimitate de curba
y=(1+mx)e™; m>0 si axele de coordonate.

Exercitiul 35. Sa se calculeze aria multimii delimitate de curbele

y=+4px—x?; y=+2px sidreptele x=0 si x=2p.
Exercitiul 36. Fie a,beR astfel incat 1<a<b. Sa se calculeze aria multimii
delimitate de graficul functiei f: [ a, b] —R definite prin:

m sint
f0=] —
0 \/(x —cost)” +sin” ¢
Exercitiul 37. Fie a,heR astfel incat 0<a<b. Sa se calculeze aria multimii

dt; (Y)xe[a, b] sidreptele de ecuatii x=a; x=b si axa Ox.

delimitate de graficul functiei f: [a, b] =R f(x)=[te'dt; (V)xe [a, b], dreptele de
0

ecuatii x=a; x=b si axa Ox.

Exercitiul 38. Sa se calculeze aria multimii delimitate de graficul functiei
fi1-1, 21 —R definite prin:

) max{t3 — 2> x}, daca x €[-1,1]

X)=
min{z‘3 —12t< X} daca x €(1,2]

dreptele de ecuatii x=—1; x=2 si axa Ox.

Exercitiul 39. Fie £: [1, 2] ~R functia definita prin: fx)=(1+|x|)"*;(V)xe [1, 2] .
Sa se arate ca aria multimii delimitate de graficul functiei £, axa Ox si dreptele x=1 si
x=2 este cuprinsa intre V2 i3

Exercitiul 40. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia
£10, 21—R definita prin f{x)=|x"~1|; (V)x€ [0, 2].

Solutie: Functia feste continud pe [0,2] si fix)>0, (V)xe [0, 2], atunci corpul
de rotatie C,determinat de functia f'are volum si
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2
2 2 ) 4

vol(Cf):ﬂj‘xz—l‘ dx:ﬂ(x———x3+xj ﬂ
0 5 3 . 15

Exercitiul 41. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia

Jeosx, daca x E{O,g}
£ 10, n] >R definita prin: f(x) =

x—z, daca x E(z,ﬂ']
2 2

Exercitiul 42. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia
£:10, 2] —R definita prin: f{x)=e™; (V)xe [0, 2].

Exercitiul 43. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia
£:10, 1] —R definita prin: f{x)=arcsinx; (V)xe [0, 1].

Exercitiul 44. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia
f:11, e] —R definita prin: f{x)=xlnx; (V)xe [1, e].

Exercitiul 45. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia

T
cosx; X €|:0,5}
f10, 71 —R definita prin: f(x) =
4 T
X——; X G(—,ﬂ')
2 2

Exercitiul 46. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia

£10,2] —R definiti prin: f(x) = (x + 1) ‘xz—l;(V)xe[O,Z].

Exercitiul 47. Fie neN; n>1. Sa se calculeze volumul V', al corpului de rotatie
determinat de functia f: [ 0, 2nz] —R definita prin: f(x)=e " /|sinx]|;
(V)xe[0,2nx].

Exercitiul 48. Sa se calculeze lungimea graficului functieif:[1, 2] —R;
flx)=arccose™; (V)xe [1, 2].

e’ 1
Vi—e? e -1

(V)xe[1,2]. Deoarece f' este continud pe [1,2] rezultd ca graficul functiei are
lungime finita si

Solutie: Evident functia f este derivabild si f'(x) =

2 1
1) =11+ —5—
1 e

= ln(ex +e?" — 1)

dx

._v—.w

Ve 1
2_ & +et -1 -1
1_ +e? —l

Exercitiul 49. Sa se calculeze lungimea graficului functiei f: P,e} —R definite
e

prin: fix)=Inx; (V)xe E,e]

o
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Exercitiul 50. Sa se calculeze lungimea graficului functiei f: [0, 1 ] —R definite

prin:f(x):%;(V)xE[O,l] .

Exercitiul 51. Sa se calculeze lungimea graficului functiei f:[3, 5] >R

definite prin fix)=arcsine™; (V)x€ [3, 5]
Exercitiul 52. Sa se calculeze lungimea graficului functiei :[1, e] —R

2
definite prin f(x) = G) —In/x; (V)xe[l,e].

Exercitiul 53. Sa se calculeze lungimea graficului functiei f: {%,2?7[} —R

definite prin f{x)=Insinx; (V)xe [g,%}
Exercitiul 54. Fiea>0. Sa se calculeze lungimea graficului functiei
£:10, a] —R definite prin f(x)=¢"; (V)x€ [0, a] .
Exercitiul 55. Sa se calculeze aria suprafetei de rotatie determinata de functia
fi[-1, 1] —R definita prin fix)=¢"; (V)xe [-1,1] .
Solutie: Functia f'este derivabilape [-1,1] si f'(x)=¢"; (V)xe[-1,1].
Deoarece f' este continud pe [-1, 1] rezulta ca suprafata de rotatie determinata de
functia fare arie.

1
A =27 [e e s =a e e winfer 14 e
-1

e(e+\/l+ez)
e’ 14~41+e2

Exercitiul 56. Sa se calculeze aria suprafetei de rotatie determinate de functia
f:10, /2] —R definita prin f{x)=cosx; (V)xe [0, /2] .

Exercitiul 57. Sa se calculeze aria suprafetei de rotatie determinate de functia
£:10, /4] —R definita prin f{x)=tgx; (V)xe [0, w/4] .

Exercitiul 58. Sa se calculeze aria suprafetei de rotatie determinate de functia
£:10, 1] —R definita prin f{x)=e™; (V)x€ [0, 1] .

Exercitiul 59. Fie a>0. Sa se calculeze aria suprafetei de rotatie determinate de

functia f: [-a, a] —R definita prin f(x)=%; (Vxel[-a,al.
a

1

-1

:£<e3 —1)\/1+e2 +In

Exercitiul 60. Fie f,g: [0, 1] —R functiile definite prin f{x)=x" si
g(x)=x/; ;(W)xe [0, 1]. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al placii
plane omogene delimitate de graficele functiilor f'si g si dreptele de ecuatii x=0 g1 x=1.
Solutie: Functiile f'si g sunt continue pe [0, 1] si f{x)<g(x), (V)xe [0, 1].
Avem:
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1 1 3 1
Jx(x/?—x“)dx j x2—x" |dx j(x—xg)dx
0 0 1 0 15 1 15
j(ﬁ—x“)dx J‘(xz —x4de (x/?—x“)dx
0 0
e, daca x €[0,1)

Exercitiul 61. Fie f:[0, 2] —R functia definitd prin f(x) =1 , .
—, daca x €[1,2]
X

N | —

o —

Sa se calculeze centrul de greutate al placii plane omogene delimitate de graficul
functiei f, axa Ox si dreptele x=0; x=2.

Exercitiul 62. Sa se calculeze centrul de greutate al placii plane omogene
delimitate de curbele y=x’, y=x si dreptele de ecuatii x=0; x=1.

Exercitiul 63. Sa se calculeze centrul de greutate al placii plane omogene
delimitate de curba y=cosx, axa Ox si dreptele de ecuatii x=0; x=m/2.

Exercitiul 64. Sa se calculeze centrul de greutate al placii plane omogene
delimitate de curba y=sinx,axa Ox si dreptele de ecuatii x=0; x=r.

Exercitiul 65. Sa se calculeze centrul de greutate al placii plane omogene

delimitate de curba y=+/4 — x* , axa Ox si dreptele de ecuatii x=0; x=2.
Exercitiul 66. Sa se calculeze centrul de greutate al placii plane omogene
2

delimitate de curba y=x7 —In+/x, axa Ox si dreptele de ecuatii x=1; x=2.

Exercitiul 67. Fie 1<a<b<t i f:(0, +«) —R functia definita prin
fx)=Inx;(V)xe(0,+=). Sa se calculeze centrul de greutate al placii plane omogene
delimitate de graficul functiei £, axa Ox si dreptele de ecuatii x=a; x=b.

Exercitiul 68. Fie F:R—R functia definitd prin F(x)=x"; (V)xeR. Si se calculeze
lucrul mecanic efectuat de forta F pentru deplasarea unei particule materiale P din
punctul a=1 1n punctul b=10.

Solutie: Functia F este continua si atunci lucrul mecanic efectuat este:

3_
10 1=333.

10
L=L,,(F)=]x"dx=
1

Exercitiul 69. Fie F:R—R functia definitd prin F(x)=x; (V)xeR. Sa se calculeze

lucrul mecanic efectuat de forta F pentru deplasarea unei particule materiale P din
punctul a=0 in punctul b=4.

o R ~Lixveon
Exercitiul 70. Fie F:(0,+>) —R functia definita prin F(x)=7 x .
4
—x; x>1

Si se calculeze lucrul mecanic efectuat de forta F pentru deplasarea unei

particule materiale P din punctul a=1/2 in punctul b=2.
arctgy
Exercitiul 71. Se considera functia: f(x)= | el
0

a) Sa se arate ca feste definita si derivabila pe R;
b) Sa se calculeze f;
c) Sa se deduca relatia:

10
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2
}xf(x)dx+i} e de="=.
0 " 2e01+ x* 8

Exercitiul 72. a) Daca f'si g sunt doud functii continue pe [a, b] s se arate ca
trinomul:

tz? 2 b b oo
g (x)dx +2t] f(x)g(x)dx + | f (x)dx

este nenegativ pentru (V)zeR.
b) Sa se deduca inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski in forma integrala:

if(x)g(x)dx < \/@fz(x)dxj J@gz (x|

Exercitiul 73. Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski in forma integrala sa se
arate ca:

T

=3
n+1 1 2.5 T
ln( j < si [sin? xdx <,|=
n Jr(n+1) £ 3
Exercitiul 74. Fie f: [0, a] —R o functie cu derivata continua si astfel ca f{0)=0.
Atunct:

a) lef(x)dx = le(a —x) f'(x)dx sisa se deduca de aici ca:
0 0
2

<4 max | /'(x)
2 0<x<a

b

[/ (x)dx
0

a , a a , 2
b) /(0 @ <111 () el
0 0
Exercitiul 75. Sa se determine numarul neN astfel ca volumul corpului ob]inut

. . : .. o . - 2r
prin rotirea graficului functiei f{x)=cos(narccosx) in jurul axei Ox sa fie egal cu 3

Exercitiul 76. (problema 23314 G.M. 7/1995 pag.333) Notam

n+1 1 .
a, = | xsin—dx,neN . Sa se calculeze lim (n“a,), unde acR este fixat.
n X n—o

. . : A .1
Solutie: Conform teoremei de medie (3)x,c(n,n+1) astfel incat a, = x, sin—.

Xn

sin—

Y _ 1. Prin

< 1 1 . 1 .

Cum x,>n, rezultd lim x, = . Atunci: lim g, = lim x, sin— = lim

n—>0 n—>0 n—>0 X, now i

xl’l
0, daca a<0
urmare lim n%a, = lim n* lim a, = lim n* =<1, daca a=0.

n—>0 n—>o0 n—» 0 n—>0

© daca a >0

11
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Exercitiul 77. (problema 23319 G.M. 7/1995 pag 333) Fie functia fR—R;

2 £ .
fu(x) =" neN’ si a,~maxf, (x).
X“+x+n
) o } 1 (=D ck
a) Sase calculeze 4,=a,a,...a, sisdsearate cd: 4, = Y ———.
k=0 2k+1
. n (-D)* ¢k .
b) Sase calculeze B,(m)= > ———; meN fixat.
k=0 2k +m
: . . 2n(n* - x*
Solutie: a) Derivata functiei f, este functia f',:R-R, f,'= n(n—xz) .
(x +x+n )
Maximul functiei se atinge In punctul x=n si este a,, = 1 Atunci:
n+
24  2n
A,=aa;5...a,=——... 1
=35y

n (—N)* ok
Calculam acum suma S= ) (22—?1 Folosind proprietatile integralei si faptul ca
k=0 +

integrala unei functii pare pe un interval [-a, a] este dublul integralei acelei functii pe
intervalul [0, a], avem:
n (=1 k 5 n 1 1/ n
s=x DG ¢ {(—nk C’ﬂx”dX} = i( $0* et e =
k=0 2k+1 k=0 0 0\k=0 @)

=}(1—x2)"dx=
0

1
(1 —xz)"dleAn
i) 2

N

N | —

1
unde pentru m,neN notam 4, ,, = [(1+ x)"(1+x)"dx. Calculand prin parti, obtinem
-1

formula de recurentd 4, ,, = Ll A,_y ,+1 Pe care aplicand-o In mod repetat obtinem:
m = :
| m+n+1 1
A4 = n! Ay :2 min!
’ (m+l)(m+2)...(m+n) ’ (m+n+l)!
L, 2tmyt @'yt 2:4:6..2n
20 @2u+)! 2o)!'Q2r+D! 3-5-7-.-(2n+1)
- . ; n (-)* ¢k
Tinand seama de (1) si (2) rezultd 4, =S= > ———.
k=0 2k+1
n (=] k ’lg n L kma
Bym=3 N Cn_ g {(—1)" chlx’ dx}z
k=0 2k +m k=0 0

b)

1 n 1
0 k=0 0

12
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Integrand prin parti se obtine formula de recurenta B,(m)=B,.,(m—2). Se aplica repetat
aceasta formula, discutandu-se dupa paritatea lui m, iar

1 5 |
Bq(l):[(l—x )quZEAq,q iar
0
NESIL
(1-x)4 \_ 1

iy 2\ g
Bq(2)—(I)x(1 x)dx_ ST 0_2(q+1)

Exercitiul 78 (problema data la olimpiada 1997, etapa pe municipiu, Bucuresti)
Fie peN* si(a,),-1 un sircu a,>1, (V)neN* si a,—°. Sa se calculeze
[a,]"

: a, . . 9 .
lim 3 ——"—, (unde prin [x] s-a notat partea intreagd a numarului x).
n>o k=1 a, +k

P
Solutie: Fie neN' si f :[O,M] —>R; f(x)= % Consideram diviziunea
a

. I+x

yeees , ] si sumele inferioare si superioare Darboux:

n a}’l a
ol (k)1 (@] g
SA(f)_ Z f | = Z 2 Sl
k=1 \a,/a, k=1 ik

n n n

[@.]” (k1) 1 1 [a]" 4 a,|”]1
SaN)=2 fl—|—=/O0O—+ £ —"—=-F laa)”) L (D
k=1 a, )a a, k=la,” +k a
Functia fiind descrescatoare pe [0,+).
Daca notam (x,),., sirul dat de relatiile (1), deducem ca

p
SA(f)_+f[[a a ]a =x,=s2(f)  (2).

I’l }’l

Cum f'este continud rezulta ca f este integrabila pe

p
(O,Mj , din (2) rezulta
a}’l

[«]” [@]”
a, a, 1 [an ]p
[f(x)dx+b,<x,< [f(x)dx, unde b,=—]| f -1,
0 0 a, a,

. [an ]p [a” ]p
deci arctgt———+b, <x, <arctg~———;(V)n=1 (3)
al’l a}’l
Deoarece feste marginita si lim a,, =+co= lim b, = 0. Dacé p=1 din (3) rezulta
n—>oo n—» o0

, T 9 < 1
lim x, =—, iar dacd p>2, rezultd lim x, =—
n—>o0 4 n—

13
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Exercitiul 79. (problema data la olimpiada nationala 1997)
Sa se arate ca pentru orice functie continud  fi[-1, 1] —R are loc inegalitatea:

2 2
j f (x)dx >— ( [ f (x)dxj + %( }xf (x)dxj . Precizati functiile f'pentru care
-1

inegahtatea de mai sus devine egalitate.
1

Solutie: Daca f'este para atunci [xf (x)dx =0 si inegalitatea din enunt devine:
-1

1 1 2
gfz(x)dxz(gf(x)dxj (1)

1 1 2
Daci feste impard, ea devine: | £ (x)dx > 3(jxf (x)dxj (2). Inegalita]ile (1) si (2) se
0 0

deduc din inegalitatea Cauchy-Schwartz-Buniakowski
1 2 1

( [ £(x) g(x)dxj <[ f?(x)dx[g* (x)dx, considerand g(x)=1 pentru (1) si g(x)=x pentru
0 0 0

2).
Fie f:[-1, 1] —R o functie continua si f1,f: [ 1]1-R

fo=LEIED, S
f=fi1f2. Cum fif; este impara atunci

; 2 ! 2 ! 2 ! 2 ; 2
Ilf (x)dx = Ilfl (x)dx + Ilfz (X)dx:2(gf1 (X)dx+(f)fz (X)dxj 3)
%U.lf(x)de +%U.1xf(x)dxj zé(:i.lf](x)de +%(ixf2(x)dxj =
2[“ fl(x)de +SUxf2(x)dxj } (4)

Din (3) si (4) inegalitatea din enunt devine:

. Evident f este para, f, este impara si

2 2
} f2(x)dx + } £ (x)dx > U fi (x)dxj + 3(}xf2 (x)dxj , care este adevarati din
0 0 0 0

(1) 51 (2).

Egalitatea are loc daca si numai daca:
1

1 1 2 2
(j) f2(x)dx = ( (j) fi (x)dxj si (j) 15 (x)dx = 3( (j) Xt (x)dxj :

Cum 1n inegalitatea C-S-B cazul de egalitate are loc daca si numai dacd f=Ag cu A1eR
obtinem: fi(x)=a, f2(x)=bx cu a,hbeR si deci fix)=a+bx, (V)xe [-1,1].

Exercitiul 80. (problema data la olimpiada nationala 1997)
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Fie sirul de functii (f,)nen, fr: [0, 11~ [0, +) cu fo continua arbitrara si

RN
L T

este convergent si sa se calculeze limita sa.

Solutie: Pentru inceput vom rezolva in multimea functiilor continue si pozitive pe
1
[0, 1] ecuatia functionala f(x)=]

ol+ f(2)

Fie f'o solutie a ecuatiei (1). Atunci feste derivabila pe [0, 1] si

dt; (V)neNsixe [0, 1].Sa se arate ca pentru orice xe [0, 1] sirul £,

dt ,xe[0,1] (1)

£(x) = sau f'(0)(14/0e)=1. Cum [ £'(6)(1+ f(6))dt = ] dt si 10)=0, obtinem
1+ f(x) 0 0
2
%—i—f(x)—xzo, deci f(x)=+/14+2x —1. Vom arata ca

lim f,(x)=f(x),(V)xe [0, 1]. Pentru x=0 este evident. Fie xe(0,1). Avem:
n— 0

}C( L ljdt‘:’f SO Lfia@ )
L fua (O 1+ f0) ] o1+ £, O)1+ £ (1)

0
< };m_l(r) — F(Ode =1, (1)~ £(8)] cu 1y €[0,x]

obtinut prin aplicarea teoremei de medie functiei f,.;—fpe [0, x]. Procedand analog
obtinem:

fuo1 (1) = F@)| S| fron (6) = F ()| S 11| 1,5 (85) = f(15)| S...<
Styty oty | fo(t,) = f(2,)| cu0<1, <<t <x
Obtinem 1in final |fn (x) - f(x)| <x" max |f0 () - f(t)| . Cum
t€[0,1]

£ (0) = f ()] =

lim x”" \fo(t)—f(t)\ =0= lim f,(x) = f(x).
=0 1 €[0,1] n—>%

Pentru x=1, fie £>0 si a€(0,5/4). Avem:
0= FOS 1,0~ £ = Tl i) = £+ 11y 0= f0)=
< 11— O+ amaxlf, (0= £ O] < [1f, 0= O+
e max (£, 1O+ O) < 1[0 £ 0+ 2a
Cum lim lzrfn_l(z‘) ~ f(t)dt =0, ()N, astfel incat pentru (V)n=N, rezulta

l-a e
”fn—l(Z) _f(t)|dt SE .
0

Obtinem | £, (1) - £ (1)| < g +2a <& ,(V)n=N,deci lim £,(1) = £(1).
n— 00
Exercitiul 81. (23733 G.M. 4-5/1997 pag.199)
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Fie f:[0, 1]1~-R derivabilda de doud oripe [0,1] cuf"(x)>0,(V)xe[0,1].
Daca peN p>2 demonstrati ca:

2
f(l) ( ) [ f (x)dx
p

I f(xydx<?

P
Solutie: Functia f este integrabild Riemann pe [0, 1] decisipe [1/p,1].

. . ) . -1
o diviziune echidistanta a intervalului [1/p, 1] de norma p
pn

A:xO:l<xl:l‘i‘p_1<...<xk=l+—k(p_1) <.<Xx, :l+—n(p—1):1
p p pn pn p pn

Atunci:
] F () = lim Zf(xkxxk _x_p)=lm 3 f( "(’"”j _

1 p pn pn

p

n—o =1
= lim 2 Zf( k(p_l)j
p

n—o© PN =1 pn
Functia f fiind convexa, avem:

p pn p p n p n

k=1 p pl’l

2
o1 g1 koo Dj L r+ ( lj L)

pn k=1 \p pn p p ni=1 \k
Prin urmare

2
-1} 1 =» n
rows2tro (22 15 A7)

p

Fie A

Dar hm Z f( ) }f(x)dx deci:

n—>on k=1

2
|

( 1) [ f(x)dx ceea ce trebuia aritat.
p 0

P
Exercitiul 82. (G.M. 7-8/1997, problema 23776)

Sa se arate cadaca f:[1989, 1999] —R este o functie integrabila si convexa,

1996 1991 1999
atunci [ f(x)dx< [ f(x)dx+ [ f(x)dx
1992 1989 1997

16
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Solutie: Consideram sirurile de diviziuni echidistante tinzand in norma la zero

pentru intervalele
[1989,1991]1,1[1992,1994],11994,1996],[1997,1999].

_ (1989 = " <..< x" = 1991), x! = 1989 + 2 k; k = O,n
n

A = (1992 = I <...< y" = 1994), y! =1992 + 2 k: k = O,n
n

(1994 =20 <..<z" =1996), =/ = 1994 + 2 k; k = O,
n

= (1997 =t} <..<t! =1999), t} =1997 2k k=0m
n

2 —>0.(V)ie{l,...,4}. Vomdetermina A,uc(0,1) astfel incat
n

Al =

Atunci
yi=dxl + (1= )t] sizf =} + (1=t} (VneN, ke{1,...,n}. Avem:

1992 +gk =/1(1989+2k) + (1—/1)(1997 +%k) <
n n

n

<:>1992:1997—8/1<:>/1:§

: 3
si analog u :g.
Folosind convexitatea functiei f, avem:
N R LU R R
S i) <o)+ o S (te) st f(ze) = o S () + 0 S (1) =
= FOD)+ F(20) <G + £ (Fm eN'(V)k = 0,n =
=X+ X2 fE)-< X fxp)—+ X ft)—=
k=1 no k=1 no k=1 no k=1 n

=0 (f ’(y )) oy (f (Z)) =0y, (f (")) T (f (t))

Deoarece feste integrabila pe intervalele compacte mai sus mentionate, trecand la limita

se obtine:
1994 1996 1991 1999
[f(X)dx+ [f(x)dx< [f(x)dx+ |[f(x)dx rezulta:
1992 1994 1989 1997
1996 1991 1999
[f(x)dx< [f(x)dx+ [ f(x)dx.
1992 1989 1997

Exercitiul 83. (G.M. 8/1995, problema 23341)
Sa se calculeze
n 1

= lim
" 2\/;/( 1«/_(sm+coskﬂj

4n 4n

Solutie:
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Fiefi[0,11-R, f(x)= continua pe [0, 1] sideci

sin| —x | +cos| —x
4 4
integrabild pe [0, 1] . Consideram pe [0, 1] sirul de diviziuni

1 1 .. ) )
Ay:(0=xg<x;=—<...<x,=1) cu |A| ==— 0 si sistemul de puncte intermediare
n n

k

Er = P k =1,n; suma din enunt este o suma Riemann a functiei fpe [0, 1]
multiplicata cu L:
242
1 1 =n 1 21 1
mO'An(fsfk):TkZ::lf(fk)(xk—xk—l):mk{:l; Ak s
sm(4nj + COS(4nj

T
1 11 1 4 1 4 1 4
[ f()dx === dr = ——[- 2t =
2\/50 2\/§Osin(2xj +cos(7[x) 2x/§ osSint + cost

K K
4 4
S S L s
7 20\/§sin(z‘+”) ﬂosin(t—i—jj
Cum
z z
4 1 t w4 T
dt =Int (—+—) :nt( +—j—ln\/§—1 =
g 27, T8 T (V21

| ( 7[)
sin| t + —
4

=Inl-In(~2 -1)=1In !

J2-1

Exercitiul 84. Sa se arate ca exista o functie continud f:R—R astfel incat

=In(~/2 +1).

iz [e' sintdt + f(x)= 1,(V)xeR*.
X0 2

Jx —e
Jx ++/e’

a) Aria cuprinsa Intre graficul lui £, axa Ox si dreptele x=2e, x=3e;
b) Lungimea arcului de curba y=f(x) cuprins intre dreptele x=2e, x=3e.
Exercitiul 86. Sa se calculeze volumul torului generat de rotatia suprafetei plane
limitate de cercul
xX*+(y-h)’=R?, (h>R)
in jurul axei Ox.

Exercitiul 85. Fie f(x)= 4-Jex +2eln Se cer:

Digitally signed by Virgil-Mihail Zaharia
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