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Legi de compozitie Virgil-Mihail Zaharia

Structuri algebrice

1. Legi de compozitie

Def. Fie M o multime nevida. O

aplicatie

@: MxM —M, (x,y)— ¢(x.y)
se numeste lege de comporzitie (interna) sau
operatie algebrica binara pe pe mulfimea
M. Elementul ¢(x,y)e M se numeste
compusul lui x cu y prin @.

Tabla legii de compozitie (tabla lui
Cayley), cand numarul elementelor
multimii M este suficient de mic.

Parte stabila: Fie M o multime
nevida inzestrata cu o lege de compozitie
¥ s1 Hc M, H submultime nevida. H este
parte stabila a lui M in raport cu legea de
compozitie ,,*”, daca:

Vx,yeH = x*yeH.

Asociativitatea: O lege de
compozitie ,,*” se numeste asociativa daca:

(x*y)*z =x*(y*z), Vx,y,ze M.
Comutativitatea: O lege de compozitie ,,*” se numeste asociativa daca:
x*y =y*x, Vx,ye M.
Element neutru: Un element ec M se numeste element neutru pentru legea de
compozitie ,,*”, dacad Vxe M avem x*e=e*x=x.
Daca o lege de compozitie admite element neutru, atunci acesta este unic.
Element simetric: Fie M o multime nevida inzestrata cu o lege de compozitie ,,*”
asociativa si cu element neutru e. Un element xe M este simetrizabil in raport cu legea de
compozitie ,,*”, daca existd x'e M astfel incat x"*x=x*x'=e. Elementul x' se numeste
simetricul lui x.
Teorema. Daca x,y € M sunt simetrizabile in raport cu o lege de
compozitie ,,*” (asociativa si cu element neutru), atunci x*y si x' sunt
simetrizabile si:  (x*y)' = y"*x'; (x")' =x.

2. Monoid

Fie (M,*), MxM—M, (x,y)—x*y, M-nevida.
Axiomele monoidului:
M1. (x*y)*z = x*(y*z) Vx,y,ze M (asociativitatea);
M2. 3 ee M astfel incat x*e = e*x = x, VxeM (e element neutru);
daca M3. x*y = y*x, Vx,ye M monidul este comutativ.
Ex: 1. (N,+), (N,:) sunt monoizi comutativi;
2. (F(E),0) monoid necomutativ (F(E) este multimea functiilor £E—E, E —
nevida, o — compunerea functiilor).

3. Grup

Fie (G,*), GxG—G, (x,y)—>x*y, G-nevida.
Axiomele grupului:
Gl1. (x*y)*z = x*(y*z) Vx,y,zeG(asociativitatea);
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G2. J ee@G astfel incat x*e = e*x = x, VxeG (e element neutru);
G3. V xeG 3 x’e@G astfel incat x’*x = x*x’ = e (x* simetricul lui x);
daca G4. x*y = y*x, Vx,yeG grupul este comutativ (sau abelian).
Ex: 1.(Z,%), (Q,t), (R,+), (C,+) — grupuri comutative;
2. (R,,®) — grupul resturilor modulo n, comutativ;
3. (M\(Z),+) — grupul matricilor patrate de ordin # cu elemente din Z,;

4. (K, o) — grupul lui Klein (al simetriilor fata de sistemul de coordonate),
comutativ;

5. (o,, 0) — grupul simetric de grad » (al permutarilor de n elemente) nu este
comutativ;

Definitia 2.1. Fie (G,*) grup, HCG, H este subgrup daca vV x,yec H = x*yeH si
Y xeH = x’eH (x’ este simetricul lui x in raport cu operatia *);

Fie grupurile (G, 1), (G,,A):

Definitia 2.2. f.G,—>G, se numeste morfism_de grupuri daca f(x1y)=f(x)Ay),
Vx,yeG.

Definitia 2.3. £:G;—>G, se numeste izomorfism de grupuri dacd f este bijectiva si
S Ly)=f(x)AM), Vx,yeG;.

Definitia 2.4. f:G,—G, se numeste automorfism (endomorfism) al grupului G,
daca f este un izomorfism (morfism).

4. Inel

Fie (4,+,9), AXA—A, (x,y)—>x+ty si AXA—A, (x,y)—>xey, A nevida;
Definitia 3.1. (4,+,e) este inel daca:
G. (4,+) este grup abelian;
M. (4,e) este monoid si
D. e este distributiva fata de +:
xo(y+z) = xey + yez
(ytz)ex = yex + yez, Vx,y,zeA
daca C. xey = yex Vx,yeA, inelul este comutativ.
Exemple de inele:
1. (Z,+,") — inelul numerelor intregi;
2. (Z]i],*, -) — inelul intregilor lui Gauss, Z[i] = {z=a + bil a,bel}
3. (R,,®,®) — inelul resturilor modulo #;
4. (My(A),+,") — inelul matricelor patratice (cu elemente din inelul 4);
5. (Z,,+,”) —inelul claselor de resturi modulo 7.
Fie inelele (4,1,*) s1 (4°,A,0):
Definitia 3.1. i 4—>A’ se numeste izomorfism_de inele dacd f este bijectiva si
SxLy) = f)My), fix*y) = fix)ofly), Vx,yed.
Definitia 3.2. (4,+,9) este inel fard divizori ai lui zero daca x+0, y#0 implica
xeop=().
Definitia 3.3. Un inel comutativ cu cel putin doud elemente si fara divizori ai lui
zero se numeste domeniu integritate.
Definitia 3.4. Daca (A,+,-) este inel, atunci (A[X],*+ ,:) este inelul comutativ _al
polinoamelor cu coeficienti in A.
feA[X], f=ao+ aX + aX> + ... + a,X" este forma algebrica a unui polinom de
nedeterminatad X cu coeficienti Tn A4:
- dacd a,#0, grad /= n (a, — coeficient dominant);
- dacaayg=a;=...=ay, f=0 (polinom nul), grad 0 = -co.
Proprietati: 1. grad (f+g) < max{grad f, grad g};
2. grad f-g < grad f+ grad g.
Teorema. Daca A este domeniu de integritate atunci 4/X] este domeniu de

2012



2012

Legi de compozitie Virgil-Mihail Zaharia

integritate si grad fg = grad f+ grad g, Vf,geA[/X].

5. Corp
Fie (K, +,9), KxXK—K, (x,y)—>x+y si KxK—k, (x,y)—>xey, K — nevida.
Definitia 4.1. (K,+, ) este corp daci (K,+,e) este inel, 0+1 §i VxeK, x#0 = I x°
'eK, astfel incit xox"' =x" ox=1.
Daca xey = yex, Vx,yeK, corpul este comutativ.
Exemple de corpuri:
1. (Q,+,") — corpul numerelor rationale;
2. (R,+, ) — corpul numerelor reale;
3. (C,+, ) — corpul numerelor complexe;
4. (Q(\/a ),*,-) — corpul numerelor patratice (deZ, d — liber de patrate);
5. (Zy,*, -) — corpul claselor de resturi modulo p (peN*, p >1, p — numar prim).
Definitia 4.2. Fie corpurile (K, L,*) si (K’,A,0), f:K—>K’ este izomorfism de
corpuri daca f este bijectiva, f(x_Ly) = f(x) Af(y), f(x*v) =f(x) 0 f(v) Vx,yeR.



2012

Legi de compozitie Virgil-Mihail Zaharia

Caz general

Fie pe R operatia xoy=axy-abx-aby+b(ab+1),
Vv x,yeR. Se cere:

1. Sa se arate ca, Vx,yeR xoy=a(x-b)(y-
b)+b;

2. Sa se arate ca f:R—R, f(t)=a(t-b), este
functie bijectiva care verifica totodata
Sxoy)=x)fy), Vx,yeR;

3. In cazul alegerii @ > 0 considerand H =
(b;+ ), respectiv in cazul alegerii a< 0
considerand H =(- ;b), sa se arate ca,
V x,yeH, are loc xeye H,

4. In cazul alegerii a > 0 considerand H =
(b;+ ), respectiv in cazul alegerii a< 0

considerand H =(-« ;b), sd se arate ¢i f:H—R, ", f{t)=a(t-b), este izomorfism de

la (H0) la (R ;) ;

Sa se arate ca, Vx,yeR,arelocxecy=yox;

Sa se arate ca 3 x,yeQ\ Z incat xoyeZ;

Sa se arate ca 3 x,yeR\ Q incat xeyeZ,;

Sa se arate ca Vx,y,zeR, are loc (x° y)o z=x0 (y° z);

Sa se arate ca JecR Incat, Vx €R, verificaxce=eox=Xx;

ORI N

10.Sa se arate ca, Vx eR\{ b }, 3x'€R\{ b } incat xo x'= x'ox= 1 + b;
a

11.1n cazul alegerii a > 0, considerand H = (b;+ ), respectiv 1n cazul alegerii a<0,
considerand H=(- ;b), sa se determine ce fel de structura este (H, ¢ );

. 1
12.Sa se rezolve ecuatia x o (— + bj ox=a-A-B+C,xe(0,+), unde A="an"-b-c,
a

B="an"-b+c, C=ac*+b, V ceZ;
13.Sa se arate ca 36cR incat VxeR verificax c0=0cx=0;
14.S4a se determine valoarea expresiei
E=(-"an")o(-"an"+1) o... o(-2) o(-1) c0 o1 o2 o.. o("an"-1) o ("an"),
15.S4 se arate cd, Vx,y,z€R, xoyoz=a’(x-b)(y-b)(z-b)+b;
16.S4 se rezolve in R ecuatia ("an"x*-x+b)o(x’-"an"x+b)=b;
17.Sa se rezolve in R ecuatia (b-|b|[+d")o(loggx)o(b-1+C" ,»)=b, VY dEN, d > 2,

18.Sd se arate ¢ Ao Ao..oAd=a""-(A-b)" +b, VneN, A fiind un numér real
%/—J

denori
liber ales, spre exemplu A = "an”;
19.S4a se determine cel mai mic numar neN* cu proprietatea
(b+1)e(b+2)o(b+3)o...on>"an";
20.Sa se rezolve in R ecuatia xoxexoxox=a" -A>+b, A fiind un numar real liber ales,
spre exemplu A = “an”.

Rezolvare
1. Se verifica imediat, prin calcul direct:
xoy=a(x-b)(y-b)+b=a(xy-bx-by+b2 )+b=axy-abx-aby+b(ab+1)
2. Justificarea bijectivitatii functiei /:R— R, f(¢)=a(t-b), este imediatd, ca functie de
gradul intai. Conform cu
xoy=a(x-b)(y-b)+b = xeoy-b=a(x-b)(y-b)| -a = a(xey-b)=a(x-b)-a(y-b)
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este chiar cerinta, respectiv f{xoy)=f(x)-f(y).

3. FiexeH = (x-b)>0 si yeH=(y-b)>0 si atunci (x-b)(y-b)>0, dar cum a este
constantd nenula si de semn prestabilit, apartenenta a(x-b)(y-b)+b=xcycH este
justificata.

4. Variatia functiei f :R—R, f(f)=a(t-b), studiata anterior, aratd imediat ca restrictia
f:H — R, este bijectiva. Tot din datele anterioare, este evident cd H este parte
stabila a structurii (R;°) (item 3) si ca are loc proprietatea de morfism +(item 2),
izomorfismul fiind astfel demonstrat.

5. Comutativitatea este imediata

6. Luand xoy=a(x-b)(y-b)+b si alegand x—bzg si y-b= %, deoarece beZ, evident

x,yEQ\Z s1 xey=a+beZ.
7. Pe aceeasi idee, alegand x-b= J2-1 si y-b= J2 +1, se va obtine x,yeR\Q si
xoy=a+beZ. Se observa ca alegerea nu este unicd, admitand chiar o infinitate de

eqe v,

*

Asociativitatea se demonstreaza prin calcul
9. Din xey=a(x-b)(y-b)+b si xce=x conduce la a(x-b)(e-b)+b=x din care se obtine

e:l+b
a

, 1 1 I
10.Dubla egalitate xox'=x'e x=— + b se reduce de fapt la xo x'=— + b care se exprima in
a a

forma a(x-b)(x'—b)+b=l + b, obtinand x'=5bH+ 2; care este In mod evident
a a (x — b)
din R\{b}, justificand afirmatia din item 10.
11.Structura (H;°) se dovedeste grup comutativ, verificarea proprietatilor fiind asigurata
de concluzii anterioare.
1 1 : :
12.Cum e=—+b, xo (— + bj ox=a-A-B+C devine xex=a-A-B+C, adica a(x-
a a
by +b=a("an"-b-c)x("an"-b+c)+ac’+b. Observand diferenta de patrate, din a(x-
by’=a-[("an"-b)*-c*]+ac’ se obtine (x-b)*=("an"-b)’ si in final x="an", in conditia
alegerii evidente 2H-"an"<0<"an"-b.
13.Din xoy=a(x-b)(y-b)+b se observa g=b cu proprietatea mentionatd, xc0=00x=0.
14.Cum &=b se regaseste printre ,,factorii” ce compun expresia £ , raspunsul la este
E=6=b.
15.Se obtine prin calcul folosind xey=a(x-b)(y-b)+b.

16.Ecuatia ("an"x*-x+b)o(x*-"an"x+b)=b devine ("an"x*-x)(x*-"an"x)=0 si raspunsul va fi

1
X e O;"an";ﬁ .
an

17.Ecuatia devine (d-|b| )(logyx-b )(C:,. —1) =0, deci x € {log, |b

;db;O;"an"} )
n

18.Izomorfismul conduce imediat la x, o x, o...ox, =a"™" - [ [(x, —b)+b si astfel
k=1

identitatea Ao Ao...o A=a"" (A — b)n + b este evidenta.
%/—J

de n ori

19. (b+1)o(b+2)o(b + 3)e...on=a"""(n-b)!+b si astfel se determind imediat raspunsul.

20. xoxoxoxox=a'(x-b)’+b si a*(x-b)’+b =a* -A’+b solutia x=A+b.

Exemplul 1 (corespunzator alegerii a=1, b=5, c¢=5 si d=2)

Fie pe R operatia xoy=xy-5x-5y+30,V x,yeR. Se cere:
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1) Sa se arate cd, Vx,yeR, xoy=(x-5)(y-5)+5;

2) Sa se arate ca f:R— R, f(t)=t-5, este functie bijectiva, care verifica totodata
Sy x)Ay), Vx.yeR.

3) Considerand H = (5;+ «), sa se arate ca, V x,ycH, are loc xeycH,

4) Considerand H = (5;+ ), si se arate ci f:H—R,", f{t)=t-5, este izomorfism de la
(Hio) la (R, ;)

5) Sa se arate ca, Vx,yeR,arelocx ey =ypyox;

6) Sa se arate cd 3 x,yeQ\Z incat x o yeZ;

7) Sa se arate cd 3 x,yeR\ Q incatx o yeZ;

8) Sd se arate ca, Vx,y,z€R,areloc (xoy)oz=xo(yoz);

9) Sa se arate cd decR incat Vx eR verificixce=eox=x;

10) Sa se arate ca, VxeR\{ 5 }, Ix'eR\{5} incat xox'=x"ox=6;

11) Considerand H = (5;+ «), sd se determine ce fel de structurd este (H, ©);
12) Sa se rezolve ecuatia x°6°2x=1999-2009+30, x&(0,+) ;

13) Sa se arate ca 38R incat Vx eR verificaxe6=0c°x=0;

14) Sa se determine valoarea expresiei
E=(-2009)°(-2008)°...2(-2)°(-1)o0°122¢...22008°2009;

15) Sa se arate ca, V x,y,zeR, xoyoz=(x-5)(y-5)(z-5)+5;

16) Sa se rezolve in R ecuatia (2009x*-x+5)o(x*-2009x+5)=5;

17) Sa se rezolve in R ecuatia (2%)°(logyx)o(4+C"900)=5;

18) Si se arate cd 2009 0 2009 o...0 2009 = 2004°"” +5

de 2009 ori
19) Si se determine cel mai mic numir #eN’, cu proprietatea 607¢8¢...0n>2009;
20) Sa se rezolve in R ecuatia xoxoxoxox=2009"+5

Rezolvare

1. Se calculeaza (x-5)(y-5)+5=xy-5x-5y+25+5=xy-5x-5y+30=xoy

2. Functie de gradul I, bijectiva.
Jxoy)=Ae-5)(r-5)+5)= (x-5)(y-5)+5-5=(x-5)(y-5)=fx):Ay).
xeH=>x>5=>x-5>0

. = (x=5)(y=5)>0[+5=(x-5)(y-5)+5>5 =

yeH=y>5=y-5>0
x0y>5 = xoyeH

4. Calculand f (£)=1>0 = f'este strict crescatoare pe (5,) si deci bijectiva pe (5,).
Morfismul este demonstrat la itemul 2.

5. xoy=xy-5x-5y+30=)x-5y-5x+30=yox

6. Alegemx-5=§ s1 y-5= % obtinem x:§+5:1?7€Q\Z sl y:%+5:§eQ\Z§i

calculam

7B _(17 B _5),5-2.
32 (3 2 3

7. Alegem x-5= J2-1 si y-5= V241 = x= \/§+46R\Q siy= \/§+66R\Q si calculam

(\/5+4)o(\/§+6):(\/§+4—5)-(\/§+6—5)+5:
=(V2-1)-(V2+1)+5=2-145=6¢Z.

8. Asociativitatea:
(x © )0 2= (=5) (-5 +5]oz=[(v-5)(y-5)+5-51(2-5)+5=(x-5)(-5)(z-5)+5
x o( yo z) =xe[(y-5)(z-5)+5]=(x-5)[(y-5)(z-5)+5-5]+5=(x-5)(y-5)(z-5)+5

9. Elemental neutru xee=x = xe-5x-5¢+30=x = xe-5¢=6x-30 = e(x-5)=6(x-5) =
e=6¢H.

+5=1+5=6¢Z.

N | W
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10. xox’=6= xx’-5x-5x’+30=6 = xx’-5x’=5x-24 =x’(x-5)=5x-24 =
_S5x-24 5x-25+1 5(x-5)-1 o 1 CER\(S)
x-=35 x-=5 x—=35 x—=35

11. Din 5) H este parte stabild, din 8) rezulta asociativitatea, din 9) elementul neutru, din
9) elementul simetric si din 5) comutativitatea = (H,°) formeaza o structurd de grup
comutativ.

12. x060x=(x-5)(6-5)(x-5)+5 si obtinem (x-5)*+5=1994-2005+30 =
(x-5)’=(1999-5)(1999+5)+25 = (x-5)’=1999°-25+25 = (x-5)*=1999* =
x+5=+ 1999 = x,=1994 si x,=-2004.

13. Determinam pe & astfel incat 6-5=0 = 6=5. Verificam: xo5=(x+5)(6-5)+5=5.

14.Conform itemului 13) x°5=5 si in sirul care se compune existd numirul 5, deci E=(-
2009)°(-2008)c...o(-2)°(-1)e0c102¢...22008°2009=5

15. Exprimarea de la acest punct s-a demonstrat la itemul 8).

16.(2009x°-x+5)0(x*-2009x+5)=5 = [(2009x*-x+5)-5][(x*-2009x+5)-5]+5=5 = (2009x’-

X)(X2-2009x)=0 = x(2009x-1)(x-2009)=0 = x € {0;%;2009}.

x!

17. Conform punctului 15) =
(2%)e(logyx)o(4+C" 2090)= (27-5)(logyx-5)(4+C 5999-5)+5=5 =
2°-5=0 = x;=log,5
logyx-5=0 = =2’
Chpo —1=0= Ci =1= x3 =0 sau x; =2009.
18.Generalizand punctul 8) se obtine
2009 02009 ...0 2009 = (2009 — 5) - (2009 — 5)-...- (2009 — 5) + 5 = 2004*" +5
de 2009 ori de 2009 ori
19.607080...on=(5+1-5)-(5+2-5)-(5+3-5)-... (n-5)+5=1-2-3-....(n-5)+5=(n-5)!+5 se obtine
(n-5)145>2009 = (n-5)!>2004. Stim 6!=720 si 7!=5040, deci n=7.
20. xoxoxoxox=(x-3)(x-3)(x-3)(x-5)(x-5)+5=(x-5)+5 = (x-5)+5 =2009"+5 =
(x-5°=2009" = x-5=2009 = x=2014.
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Exercitii propuse

1. Pe mulfimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x * y = x+y—6.

a) Sa se rezolve in R ecuatia 2™ * 4* = 0.
= = o ik 3

b) Pentru acR, si se calculeze 7 =< "¢ .. 74 .
T termeni

| 1

o o o X = & o .
¢) Sa se arate ca numarul g o ﬁ 7_ \E este numar rational.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x*y=xy—3x—3y +12 .
a)Sdasearatecax*y=(x-3)(y-3)+3, Vx yeR.

b) Si se calculeze M =2*9%..%3.

5 terment
¢) Sa se arate ca numerele a = (5 *5) -3, b = (5 *5*5) -3, ¢ = (5 *5*5 *5) =3 sunt
termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.

3. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie X * ¥ =+4/x ot J"z .
a) Sa se rezolve in R ecuatia x*(x +1) =x + 2.
b) Sa se demonstreze ca |x + }"| <(x#*y) V2 , pentru orice x, y € R.
¢) Sd se arate cinumerelea = (1 * 1), b=(1*1*1)*,c=(1 * 1 * 1 * 1)” sunt
termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
d) Si se arate ¢ numdirul (1+ V7 )= (1= V7 )este patratul unui numdr natural.

e 2.2 22
4. Pe multimea G = (1,%) se defineste operatia™® *y= \/J“ yooxt oyt 2

2 2
a) Si se verifice ca ¥ * V' = \/(x DT =D +L, Y ye G
b) Sa se arate ca x *y € G, pentru oricare x, y € G .
¢) Sa se rezolve ecuatiax *2 =15, unde x € G.

1 JLE
5. Pe multimea G = (0,) se considera legea de compozitie ¥ * ) = ¥ o8]
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< C v 1 logs x)-(log, 3 ‘
a) Sd se arate ca X * V' = pllozzx){log; ], pentru oricare x, y €G .

b) Sa se compare numerele a =(2° * 4%) * 2° si b =(2% « 2°) * (2% « 47)
¢) Sa se rezolve ecuatiax *x =2, unde x €G .

XV

[

- _ X R p= .
6. Pe multimea G =(0, 1) se defineste operatia* ™. Yo +l-x—y

Xy
b4 : S - 1
a) Sa se verifice ca* ~J U= ) pentru oricare x, y €G .

b) Sa se arate ca x *y € G, pentru oricare x, y €G .

11
¢)Sa se rezolve ecuatia * * 377 unde x €G .

7. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitiie x* y = N oy

x*y=1
a) Sa se rezolve sistemul {x =1’ X, ye R,

LN

8. Pe mulfimea numerelor rationale se defineste legea de compozitie
1
x*y=—(xy+x+y-1)
2 . Se noteaza cu H multimea numerelor intregi impare.
1
xxy==(x+D(y+D)-1
a) Sa se verifice ca 2 , pentru oricare x, y € Q.
b) Sa se arate ca x * y € H, pentru oricare x, y € H .
¢) Sa se determine elementele x € H cu proprietatea ca exista x € H, astfel incat
x*x=x*x=1.

1
X *— 2 l s
- - - . () (v a) [
d) Sa se arate ca X pentru orice x€{e)nG :

9. Pe mulfimea numerelor reale se defineste legea de compozitie
x*y=xy—2(x +y)+ m ,meR .
a) Sa se verifice ca x*y =(x—2)(y—2) + m—4, ¥V x,y € R
b) Si se determine m astfel incat 2009 * 2009 = 2007> + 2 .

¢) Pentru m = 6 sa se determine @ € R astfelincaitx *a=a*x=a, VxecR .
d) Pentru m = 6 si se calculeze v1++v2 *...v2009 .

e) Sa se determine cea mai mica valoare a numarului m astfel incat x * y € [2,»),

pentru orice x,y € [2,)

10. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie
x*y=2xy—2x—2y+3.
a) Sa se verifice ca x *y =2(x —1)(y —1) +1, pentru oricare x, y €R .
b) Sa se demonstreze ca legea " * " este asociativa.
¢) Se considera multimea G =(1,). Sa se arate ca x *y €G, pentru oricare x, y €G .

d) Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia *** = 3

2012



