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Numere complexe

Definitia 1. Se numeste numdr complex orice element z=(a,b) al multimii
RxR={(a,b)| a,beR}, inzestrate cu doud operatii algebrice, adunarea: Nz=(a,b) si
z’=(a’b’)eRxR,z +z = (a +a’, b+ b’)siinmulfirea: Vz=(a,b), Vz’=(a’,b’)eRxR,
z-z' = (aa’-bb’, ab’ +a’ b). Multimea numerelor complexe se noteaza cu C si este corp
comutativ, C={z=a+bi / a,beR, i2=—1}.

1. Forma algebrica a numerelor complexe
z=a+ib, cua=(a,0), b= (b,0)sii=(0,-1), respectiv i’ = -1.
Egalitatea a doud numere complexe z i 7’:
atib=a+ib’<a=a’sib=0b
Adunarea numerelor complexe
21=a1+b1i, 21=a2+b2i = Zl+22=a1+a2+(b1+b2)i.
are proprietatile:
asociativa,
comutativa,
admite ca element neutru pe 0=0+07,
orice numar complex z= a + bi admite un opus —z = —a — ib.
inmultirea numerelor complexe
z1=a,+bii, z1=ay+byi = z| zy=a, ‘a,—bby*+(a; by+ayb))i.
are proprietatile:
e asociativa,
e comutativa,
e admite ca element neutru pe 1=1+0 -,
e orice numar complex z= a + bi nenul admite un invers
(z‘l =(a+bi)' =— a ——— b zij,
a +b” a +b

o este distributiva fatd de adunare z(z” +z”) =zz’ + zz” Vz,2 2" eC.

. = . . -4 Amtl _ s Amt2 Amt3
Puterile numarului i: VmeN, i =1,i"" =ii" =-1,i" " =-i.

Definitia.2. Daca z = a +bi, atunci numarul a — ib se numeste conjugatul lui 7 si

se noteazd a—ib = a+ib=z.
Au loc urmatoarele proprietati, Vz, z’eC.
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1. z+ z =2a; 6 Z_ZG_
2. z-z =2bi; "2 zz)
3 zEo-zE7 7 ()
4, Z_Z'=Z-Z'; N 7
5. zz'=a’ +b* =(a+ bi)(a - bi); 8. (—jz:.
z V4

2. Modulul unui numar complex

V zeC, z‘:\/; sau ‘z‘:\/az +b’

Avem apoi:
1. ‘Z‘:H 4. ‘zz"z‘z”z’;
2. [z+2{<[e]+[21; 5. [2]=F1 40,
3. |~ |zl <]z + 2] <[] +|2]; 2l |z

3. Reprezentarea geometricia a numerelor complexe
zeC, z=a+bi, a,b eR

4. Forma trigonometrica a numerelor complexe

z = r(cos u + isin u), unde r = |z |, iar unghiul u€[0,27) este solutia
ecuatiilor trigonometrice: rcos u =a $i rsin u = b.

De exemplu: daca z =—1 — 1, atunci ‘z‘ = \/5, u :57” Slz= ﬁ(cos%+ isinsjﬂ).

5. Formula lui Moivre
VueR si VneN, (cos u + isin u)" = cos(nu) + isin(nu)
Consecintele formulei lui Moivre
cos nu = cos” u + C2,cos™u sin*u + C* cos"*u sin*u + ..
sin nu = C' ,cos"u sin u + C*,cos™ u sin’u + ...
Cltgu—Citg’u+Cltg’u — ...

tg nu =
s 1-Cltg’u+Cltg'u—...
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6. Extragerea radacinii de ordinul » dintr-un numéar complex
z=r(cos u + isin u)
2 U +2kzr .. u+2kr
) =1" +1sIn

’5

},k =0,1,2,....,n -1

n n
(” l)k cos—+zsin2k—7Z k=0,12,..,n-1
n
(” —l)k :cosuﬂ'sinm,k=0,1,2,...,n -1
n n
[ 2 2 [ 2 2
m_i[\/ a +2b +a+iﬁ\/ a +2b a}

7. Ecuatia binoma
xX'"—A4=0, AeC, A =r(cos u + isin u)

Pentru simplificare folosim urmatoarea notatie: (\/I )k =g, sl (”\/ - l)k =,

xi=l4"™a, k=0,n-1,4eR, 4 <0;
x=A4"¢g, k=0,n—1,4eR, 4> 0;

kaW(cosu+2kﬂ+isinu+2kﬂj k=0,n— lAeC\R

n n
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Probleme propuse
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14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.

22.

23.

Sa se determine x , y Rstiind ca x(1+2i)+y (2—i)=4+3i.

Sa se determine numerele complexe z, stiind ca |z| =151 (z —1)(z +i)eR.
Si se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia x* —8x + 25 =0.
Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia -9 +8=0.
Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia ¥ =2x+4=0.
Si se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia z* = —9 .

Sa se rezolve in C ecuatiaz* +3z+4=0.

Sa se rezolve in C ecuatia 2z+z= 3 + 4i.

Si se verifice ca numirul 1+ i este radacind a ecuatiei z* + 4 = 0.
Si se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia z° =z .
Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia z° =z .

Sa se calculeze z + 1 pentru z = #
z

.. 5 . 9 4
Stiind ¢ zeC i ca 2> + z +1=0, si se calculeze z +—.
z

N : < 1
Stiind ¢ z € C si z* + z +1=0, si se calculeze z2™ + 008 -
z

Se considera numarul complex z = . Sa se demonstreze ca z° =7Z.

4430 2+i

3-4i 1-2i
Sa se calculeze L + L

1+ 1-i
Si se calculeze 1+i+i>+.. +i'° .
Sa se calculeze (2 +i)3 +(2 —i)3.
Sa se calculeze (1-0)(1+2i)—3(2—i).

Sa se calculeze (2 +i)4+ (2 —i)4.

24
1—1

—1+i\/§
2

Sa se calculeze

Sa se calculeze

)

N\ 24

[—
I
~

Sa se calculeze

)
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11y
24. Sase calculeze | —————
1-i 1+1

| |
+ .
1+2i 1-2i

26. Sisecalculeze 1+i+ i+ ..+i".

. . 4
27. Sase calculeze [(1 _21)5(31 _I)J .

5 g oo 1430 1-3i
28.  Sa se arate ca numarul + este real.
1-3i 1+3i
29.  Sise calculeze (1— i)(1— ) (1— 7)...(1— ).
30. Sase calculeze (2 +1)(3 —2i)— (1-2i)(2 —iQ).

25.  Sase calculeze

25 25
31. Sa se calculeze + )
443 4-3;
1+4i 1-4i
32. Sase calculeze + )
4471 4-Ti

33. Sase calculeze |5 —12i| — |12 + 5i] .

34.  Sa se determine numerele complexe z pentru care z —1, 2i si z +1 sunt afixele
varfurilor unui triunghi echilateral.

35. Sa se determine neZ pentru care are loc egalitatea (1 + z\/g)n + (1 — i\/g)n =2".

. . . . 3

36. Sa se determine partea imaginard a numarului (1 +i\3 ) .

37.  Si se calculeze modulul numarului complex 1+i+i*+i*+...+i°.

38.  Sa se determine partea imaginar a numarului (1+ )10 +(1—i )10.

39. S se calculeze modulul numarului complex z = (3 + 4i)* .

. : g a+2i . :
40.  Se considerd acR s1 numarul complex z = P Sa se determine a pentru care
+ ai
zeR.
< : o - 1—i
41. Sa se determine partea imaginara a numarului complex z = e
+1

42.  Sa se determine partea reald a numarului complex (\/§ +1i )6.

8+1
7-4i
44.  Sa se verifice egalitatea (1 + i\/§>2 + (1 — i\/g)z =—4.

43.  Sa se calculeze modulul numarului complex z =
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2—1

2+i

46. Fiez C astfelincat z+ 2z = 3 +1i. Sa se calculeze modulul numarului z .

47.  Fie z o radacina a ecuatiei z* + 2z + 4 = 0. Sa se calculeze modulul numarului
complex z.

45.  Sa se calculeze modulul numarului complex z =

2
48.  Si se calculeze modulul numéarului complex z = (\/E —1+1 (ﬁ + 1)) :

49.  Sa se determine numerele complexe z care verifica relatia z+ 3i= 6z.
50. Fiez C oradicina de ordin 3 a unitatii, diferitd de 1. Sa se calculeze 1+ z + 2.

51. Fiez C. Sase arate ca i(Z—E)ER.

52. Fiez C.Sasearatecddacd 2z+ 3z €R, atunciz R.

2008
T .. T
53. Sa se arate ca numarul (COSZ +1S1n Zj este real.

z+7i

54. Sase determine z C stiind ca =6.
z
6
55.  Sa se determine partea reald a numarului complex (\/§ + 1) :



