Analiza matematica — clasa aXl-a, probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

Complemente teoretice

Limite de functii
Notatii: f:D—>R, DcR, a - punct de acumulare a lui D;

Definitii ale limitei
Definitia 1.1. 1im f(x)=/,l€ R, daca pentru orice vecindtate J a lui / existd o
xX—>a
vecinatate U a lui « astfel incat V xe DNU, x#a, sa rezulte f(x)e V.

Definitia 1.2. |im f(x)=/,/€ R, daca pentru orice sir (x,),0, X,€ D\{ ¢}, avand
Xx—>a

lim x, =« rezultd lim f(x) =1/ (criteriul cu siruri);
n—»0 n—

Definitia 1.3. 1im f(x)=/,/€ ﬁ, daca Ve&>0, 30,>0 astfel incat VxeD\{a} si

xX—>a

|x - o< S, rezultd| fix) - 11 < &
Definitia 1.4. lim f (x) =1/, dacd ;= [,=/, unde /, = lim f(x) si I, = lim f(x).

Xx—>a x—>a X—>a
x<a x>a

Operatii cu limite de functii
f:D—R, g:D—>R, «- punct de acumulare a lui D, 1im f(x) =/, limg(x)=1/,, [;,,[,eR;
Lm0 +g(x) =4 +1;

x—a

2Iim/ ) -gx) =1 -1,;

X—>a

3himef (x)=a-1;

4.dacal, #0, hrnM 1

s
wa (X)L

Limite tip
Llim(agx" +a,x" " +..+a,)=a,a" +aa"" +..+a,
Xx—a
lim (ayx”" + alx”*1 +..+a,)= lim ayx";
x—>t00 x—>to0

n n—1 n n—1
CZOX +a1x +...+an . aoa +a10{ +...+an

2'hm m m—1 o m m—1
w—abyx" +bx" +...+b, bya" +ba" +..+Db,
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ax" +ax" +..+a a,x”
lim —> ! ~ = lim —
soto by x" +bx" " 4+ b,  xotebyx”

3.0im¥x =¥a,ae R, neN,n>2; lim¥x =0, lim 2Jx =—oo;

b

x—a X—»00 X—>—00
4. lima* =a%,aeR,ac R: \{I}:lima* =, lim a* =0, dacia > I;
x—a X—>00 X—>—00
lima* =0, lima* =o0,daci0<a<l;
X—>00 X—>—0
5. limlog, x=log, a,a > 0 finita, € R, \ {1} ;limlog, x =—o0 si limlog, x = +oo daci a
x—a x—0 X—0
x>0
>1; limlog, x =+00 si limlog, x =— dacd 0 <a< 1;
x—0 X—»00
x>0

) ) V4
6. limSInx=sIina, |imCOSX =CcoS ; 1imtgx:tga,a¢5+7r2, limctgx =ctga,a & i/ ;

Xx—>a xX—>a Xx—>a X—>a
lim#gx =20, limgx =—%; limcigx = o, limcigx = —0;
T N x—0 x—0
2 2 x>0 x<0
T T
xX<— xX>—

7. limarcsinx =arcsina,a €[—1,1], limarccosx =arccosa,a €[—11];

x—>a Xx—a
T
limarctgx = arctga,a € R, limarcctgx = arcctga,x € R lim arctgx =——,
x—>a x—>a X—>—00 2
T
lim arctgx =— lim arcctgx =1, limarcctgx =0;
X—>00 ;X—>—o X—>©
_ sinx .tgx o arcsinx . arctgx

8. lim =1, lim——=I, lim———=1, lim =1;

x—>0 X x—0 X x—0 X x—0 X

n X
X a -1

9. im—=0,VneZ,a>1,; 12. lim =Ina,a>0,

X—>00 ax x—0 X

1 r
Y 1 o (I+x) -1

10. lim|[1+— | =elim(1+x)* =¢; 13. im————=r,VreR.

X—>to0 X x—0 x>0 X

In(1+ x

im0

x—0 X

Continuitatea functiilor

Definitia 1. Fie f>D—R, x,€D, x,—punct de acumulare a lui D, f este continua in x,,

daca lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) = f(x,), iar x, se numeste punct de continuitate.
x<n oy o

Definitia 2. Fie oD, o este punct de discontinuitate de prima speta daca exista
si sunt finite limitele laterale in ¢, dar functia nu este continua in .

Definitia 3. Fie aeD, « este punct de discontinuitate de speta a doua dacd nu
este de prima speta.

Teorema. Daca f:/—>R, I — interval si f continua pe /, atunci J = f{/) este interval (o
functie continud pe un interval are proprietatea lui Darboux pe acel interval).
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Functii derivabile

Definitia derivatei intr-un punct
f: E->R, x,€FE, x,— punct de acumulare a lui E:

> limf(x)_f(xo)

X=X 0

= f(x,) existd si este finitd

. = i L)
X=X, X =Xy

o 0 = i LS G)
X=X, X =X

» o functie este derivabila intr-un punct Xy < f"(x¢) =f; (x0) = fa'(x0)
Interpretarea geometrica:

dacd f’(xo) €R, atunci aceasta reprezintd panta tangentei la graficul functiei in

punctul xo, m=f"(xy).

dacd f'(xp) R, y - fixy) =f(x0)(x — Xp) este ecuatia tangentei la graficul functiei

fin punctul A(x,f(x0));

daca f este continua in x, f; '(xo) = +oo, f; (xo) = —o0, sau invers, x, este punct de

intoarcere al graficului;

dacd f este continua in x, si exista derivatele laterale in x,, cel putin una fiind

finita, dar f nu este derivabila 1n x,, xy este punct unghiular al graficului.

Reguli de derivare
f,.g:E—R, f,g derivabile in xeE:

L (f+g) () =1x) +gkx);
2. (¢f)’(x) =cf'(x), ceR;
3. (f8) (1) = /() glx) + fix) g ()
4. dach g0, (1) (=L DD =),
g g (x)
5. derivata functiei compuse: dacd f:[—J, g:J—>R, f derivabila In xoe/si g

derivabila in y, = f(x,), atunci (g°f) '(xo) = g ' (o) (x0);
6. derivate functiei inverse: dacd f:/—J continua, bijectiva si derivabila in x, cu

(x0)#0, atunci f:J—1 este derivabild in yo= fixo) i/ (vo) = f'(l )
X0

Definitie: Punctele critice ale unei functii derivabile sunt radacinile (zerourile) derivatei

intai.

Derivate de ordin superior
Fie fIcR—R, x( €1, o functie derivabila. Spunem ca f este de doua ori derivabila in x,
daca exista si este finita:

lim

S-S ),

"(xo)

X—>Xy X — xO
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Derivatele functiilor elementare

Derivatele functiilor compuse

Functia Derivata
(conditii) (conditii)
u", neN* nu™ u’
T
u, reR, u>0 ux""u
'
> u
\/;,u >0 Ju> 0

log,u, 1 u
a#l, a>0, u>0 Ina u
In u, u>0 1
J— .u
u
a’, a=zl, a>0 a'lnawu
u u i)
e e'u
sin u COS U-U
cos u -sinuu
tg u, cos u=0 1 iy
cos’u
ctg u, sin u=0 1 "
sin® u
arcsin u, ue[-1,1] L,
1-u?
ue(-L1)
arccos u, ue[-1,1] N S
1-u’
ue(-1L1)
arctg u 1 \
2 U
l+u
arcctg u 1
g _ _—
l+u

Functia Derivata
(conditii) (conditii)
¢, (constanta) 0
x", neN* nx™?!
X, reR, x>0 ™!
Jx, 1
—,x>0
xz0 2\/;
log,.x, 1 1
a#l, a>0, x>0 E;
In x, x>0 1
X
a’, a'lna
a#l, a>0, x>0
e e
sin x COS X
COS X -sin x
tg x, 1
T 2
x¢(2k+1)5,keZ cos X
ctgx, x#kr,ke”Z 1
sin’ x
arcsin x, xe[-1,1] 1
1-x° ’
xe(-L1)
arcos x, xe[-1,1] 1
1-x° ’
xe(-L1)
arctg x 1
1+ x°
arcctg x 1
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Proprietati ale functiilor derivabile

Definitie: Fie f://—R, cu /cR, interval.
1. Spunem ca punctul xy€/ este un punct de maxim local strict pentru £, daca existd o
vecindtate U a lui xo, astfel incat: f(x)< f(x,), VxeU n(I\{x,}).

2. . Spunem ca punctul xy€/ este un punct de minim local strict pentru f, daca exista o
vecinatate U a lui xo, astfel incat: f(x)> f(x,), VxeU N (I\{x,}).
Teorema lui Fermat:

Fie £I—>R derivabili pe I. In orice punct extrem local din interiorul lui Z, f* este nula.
Teorema lui Rolle:

Daca functia continua f:[a,b]—>R este derivabila pe (a,b) si fla) = f(b) atunci exista
ce(a,b) astfel incat f’(c) = 0.

Teorema lui Lagrange:
Daca functia continua f:[a,b]—>R este derivabild pe (a,b), atunci exista ce(a,b) astfel

f(bb)_f(a):f'(c)-
—da

Consecinte ale Teoremei lui Lagrange:

1. Fie fE—R o functie derivabila si /cE un interval.
- Daca Vxel, avem f'(x)>0, atunci functia este strict crescatoare pe /.
- Daca Vxel, avem f'(x)<0, atunci functia este strict descrescatoare pe /.

2. Fie fi(a,b) >R o functi derivabila si ce(a,b). Daca f' se anuleazad in ¢ schimbandu-
si semnul, atunci ¢ este un punct de extrem local pentru f.

Teorema. Daca functia f este continuad si derivabila pe / (/ — interval deschis), atunci:

1% (3R D

1. intre doud radacini consecutive ale functiei exista cel putin o radacina a

incat

% (3 D

Teorema lui Cauchy:
Daca f,g:[a,b]—>R continue pe [a,b], derivabile pe (a,b) s1 g’(x)#0, Vxe(a,b) atunci
fO)-fa) _f'()
gb)—-gla) g'(c)
Functii convexe si functii concave

1. O functie este convexa pe un interval real (a,b), daca pentru Vx,,x;€(a,b) graficul
functiei pe intervalul (x;,x,) este situat sub segmentul de dreapta care uneste punctele
(x1,/0x1)) 51 (02,/1x2)).

2. O functie este concava pe un interval real (a,b), daca pentru Vx,,x,€(a,b) graficul
functiei pe intervalul (x,x,) este situat desupra segmentului de dreapta care uneste
punctele (x1,/(x1)) si (x2,/{x2)).

Propozitia

1. Daca functia f are derivata de ordinul al doilea strict pozitiva (f'(x)>0) pe intervalul
(a,b), atunci feste strict convexa pe (a,b).

2. Daca functia f are derivatd de ordinul al doilea strict negativa (f"'(x)<0) pe intervalul
(a,b), atunci f'este strict concava pe (a,b).

dce(a,b) astfel incat
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Asimptote
1. Asimptote orizontale (f:D—R)
Definitia 1. Dacd 1im f(x)=/ sau lim f(x)=/,, [,eR si/sau ,eR, dreptele y=/,

X—>+00 X—>—00

si/sau y=[, sunt asimptote orizontale a lui f'spre +oo, respectiv —oo
2. Asimptote oblice (:D—R)

Definitia 2. Daca ]im J(x) =m#0s1 lim [ f(x)—mx]=n,m,ne R dreapta y=mx+n

x> X X—>+00

este asimptota oblica a lui f spre +oo.

Definitia 3. Daca |im—— S ) =m'#0s1 lim [f(x)—m'x]=n',m',n'e R dreapta
x>0 X X—>+00
y=m’x+n’ este asimptota oblica a lui f'spre -co.
3. Asimptote verticale (f:D—R)
Definitia 4. Daca [im f(x) =+, a - punct de acumulare a lui D, dreapta x=a este

Xx—>a
x<a

asimptota_verticala la stinga a lui f.

Definitia 5. Daca |im f(x) = £, - punct de acumulare a lui D, dreapta x=« este

Xx—>a
x>a

asimptota verticala la dreapta a lui £,

Regulile lui ’'Hospital
Fie [ un interval pe axa reala si xoun punct de acumulare al lui /. Fie f'si g doua functii
definite pe / —{x,}. Daca:

1. lim f(x)=lim g(x)=0;

X=X X—>X

2. f'si g sunt derivabile pe I—{xo};
3. g'(x0)=0, Vxel\{x};

lim f'(x, )
4. existqa —>= =1,/ eR, atunci
hm g ( )

a) g(x)#0, Vxe [\{xo} si
b) 1 f( )_1 f'(X)
=0 g(x)  on g'(x)
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Probleme rezolvate
1. Se considera functia fR\{-1}—R, f(x)=

a) Sa se calculeze derivata functiei /.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei 1.

¢) Sa se demonstreze cd f(x) < —4 pentru orice x < —1.
R. a) Functia este derivabila pe domeniul de definitie deoarece este o functie rationala.

Folosind formula de derivare a unui cat de functii derivabile, pentru orice x#—1 avem
(xz)'-(x-l—l)—x2 -(x+1)' B 2x(x+1)—x2 1 ~
(x + l)2 (x + 1)2

_2x2+2x—x2 _x2+2x

(x-i—l)2 (x+1)2'
b) Monotonia functiei f este data de semnul derivatei f'. Cum numitorul (x + 1)* este
pozitiv pentru orice x din domeniu, semnul lui /'(x) este dat de semnul functiei de gradul

2
X

x+1

S =

doi x* + 2.

Rezolvim ecuatia x’ + 2x = 0, x(x + 2) =0 si gisim radicinile x; = -2 si x, = 0. Tabelul
de semn al derivatei:

X -0 -2 -1 0 +oo
CA2x |+ + + + 4+ +40 - - - — - — 0 ++ + + + +

x+1)’ |+ + + ++ + 0+ + + + + + + + + + + +

S x |+ + + + 4+ 0 - =/ - —= 0+ + + + + +

fx) > Max —

- pe intervalul (—4; —2), avem x*+2x > 0, deci /' '(x) > 0= feste strict crescitoare pe

(—4; —2].

- pe intervalul (—2; —1), avem x* + 2x < 0, deci f'(x)<0= f este strict descrescatoare pe
[-2; 1)

- pe intervalul (—1;0), avem x> + 2x < 0, deci /' /(x) < 0= este strict descrescitoare pe
(=1; 0].

- pe intervalul (0;+4), avem x* + 2x > 0, deci f'(x) > 0=f este strict crescitoare pe [0;+4).
¢) Conform punctului b), f1n intervalul (—4; —1) are un maxim, punctul x =—2. Deci
flx)<f(—2)=4, pentru orice x<—1.

2. Se considera functia f: R >R, f{x) =e"-e ™.

a)Sa se calculeze linolw.

x— X
b)Sa se arate ca functia f este crescatoare pe R.
¢)Sa se calculeze S = g(0) + g(1) +... + g(2008), unde g: R — R, g(x)=f"(x)-f"(x).
R. a) Punctul x,=0 este punct de acumulare pentru R si limita este
lim 2=/ (©) _ 7'(0). Calculdm f'(x)=e" +¢*, unde
X

x—0
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(efx )' =e¢ " (—x)'=e”-(-1)=—e" dupi formula de derivare (e” )' =" u'si

£'(0)=e’+e’ =1+1=2, deci lim/ =S O 5

x—0 X
b) In f'(x)=e" + e "avem €' si €™ sunt strict pozitive Vx € R, atunci si suma lor f'(x)>0,
Vx € R si functia este crescatoare pe domeniul de definitie, R.
¢) Deoarece f"(x) = ¢" — ™, avem g(x) = f(x) — f "(x) = 2¢™". Atunci suma S din enunt este
suma primilor 2009 termeni ai unei progresii geometrice de prim termen g(0) =2¢° =2 si

n

ratie ¢'<1, (S” =b, - 11_ 9 j Deci, S = g(0) + g(1) +... + 2(2008)=

_2008:2 . 1 _ e—2009 _ 2(82009 _ 1)
l1-e! ezoog(e—l)

=2+2e¢ +2e% +..+ 2e

Inx

Jx
a) Sa se calculeze derivata functiei .
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

¢) Sa se demonstreze ca 3V <50,
R.a) Folosind formula de derivare a unui cat, avem:

3. Se considera functia f: (0,70)—R, f(x) =

1 1 1 Inx
(lnx)'.\/;—lnx-<\/;)':x'\/;_lnx'z\/;:\/;_2\/;:2—lnx.
(\/;)2 X X 2x/x

b) Determinam punctele critice: £ '(x)=0 < 2-Inx=0 < Inx=2 < x=¢’; x€(0, +0) = x>0 si

Jx>0

Tabelul de semn:

1(x)=

X 0 e o0
2-Inx + + + 0 - - - - -
2axdx | T + +  + + 4+ +  + o+

f'(x) + + + 0 - - - - -

Pe intervalul (0,e”), f (x)>0, atunci f este functie strict crescitoare pe acest interval.
Pe intervalul (e”,+), 1 '(x)<0, atunci f este functie strict descrescatoare pe acest interval.
¢) Din e~ 2,71 —e’>2,7%=729 si atunci 0<3<5<¢?, adicd 3 si 56(0,82), interval pe care

functia este strict crescatoare (punctual b). Avem: 3<5= f(3)< f(5) = mTj < lnTSS =

—5In3</3In5= 3" <In5" si functia logaritm natural fiind strict crescatoare se

pastreaza inegalitatea si intre argumente, adica 35 <50

4. Se considera functia fR—R, fix) =x + ™.
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.
b) Sa se arate ca f este descrescatoare pe (-0,0] si crescatoare pe [0,+00).
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice catre +oo la graficul functiei /.
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R. a) Folosind regula de derivare a sumei obtinem f'(x)=1-¢™.
b) Pentru determinarea monotoniei folosim semnul derivatei intai. Pentru tabelul de semn
al derivatei determinam punctele critice: f(x)=0=1—"=0= ¢ =1 =x=0.
X —o0 0 —+o0
fix) [----------- S0+ +F + + + + o+
Pe intervalul (—°,0], /' '(x)<0 = f'este functie descrescatoare pe (-0,0];
Pe intervalul [0,+=), f'(x)>0 = feste functie crescatoare pe [0,+x).
o f(x) . B B
¢) Dacd lim =m=#0,meR si hm(f(x)—mx)—n, neR dreaptay = mx + n este

X—>+0 X X—>+00

asimptota oblica spre +oo la graficul functiei.

regula lui

1" Hospital ! _p*
o0 x—o+0  x ' X—>+00 1 e >0

Calculam m = lim

X—>+00 X

n= lim(f(x)—mx)z lim(x—i-e_x—x): lime™ =0.

Ecuatia asimptotei oblice: y=1-x+0 = y=x (prima bisectoare).
5. Se considera functia f :R—R, f(x) =x**" —2009(x —1) -1 .
a) Sa se calculeze £ (0) + /'(0) .
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei / in punctul de abscisa x,=0.
¢) Sa se arate ca functia f este convexa pe [0;+00) .
R.a) Calculam £ '(x)=2009x*""-2009; 1 (0)=0*"*-2009(0—1) —1=2009—1=2008 si
£(0)=2009-0*""-2009= —2009. Raspunsul {0)+/"'(0)=2008 — 2009= —1
b) Ecuatia tangentei la graficul functiei este y - f{xy) =f '(xo)(x — xo), unde x,=0,
fxo)=0)=2008 si 1(0)=2008-0**""—2008=—2008. Prin inlocuire se obtine: y — 2008= —
2008(x—0) = y=—2008x+2008.

¢) Calculam derivata a doua " (x)=(f" (x)) '=(2OO9x2008 -2009)' =2009-2008x>""".

Deoarece x>0, vxeR =/ "(x) >0 si atunci f este convexi pe R.

6. Se considera functia f: [0,+)—>R, f(x) -y x+l .
x+1 x+2
a) Sd se calculeze lim f(x).
b) Sa se verifice cad f'(x)= ! + ! —, oricare ar fi x >0.

(x + 1)2 (x + 2)
¢) Sa se demonstreze ca % < f(x) <2 pentru orice xe[0,+).

R.a) lim f(x)= lim —— + lim L= fim X 4 lim X =1+1=2

X—>+0o0 x40 x 4] xoto x4+ 2 x40y x>0y

b) Aplicdm regula de derivare a sumei si catului si avem:
) x'-(x+1)—x-(x+l)'+(x+1)'-(x+2)—(x+1)-(x+2)' 1-(x+1)—x-1
X)= =

(x+1)2 (96-1—2)2 (x-i—l)2
JLar2) ()l xslox x2-x-1 1 1
(x+2)2 (erl)2 (x+2)2 (x+l)2 (x+2)2
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¢) Pentru demonstrarea inegalitatii utilizim monotonia functiei. Monotonia se
stabileste cu ajutorul primei derivate. Se observa ca f '(x)>0 ca suma de patrate,

v xe[0,+e0] si atunci functia este crescatoare pe domeniul de definitie, adica

0<x<teo=f0)<f(x)< lim f(x). Calculam f(0)= s + 0+1 = 1 st din punctul a)
X 0+1 0+2 2

avem lim f(x)=2. Inlocuind se obtine % <f(x)<2.

X—>+00

7. Se considera functia fR—R, f{x) = " + x°.
a) Sa se calculeze lirrllf(x)—_lf(l).
X—> X —
b) Sa se demonstreze ca functia f nu are asimptota catre +oo.
¢) Sa se demonstreze ca functia f'este convexa pe R.
R. a) Din definitia derivatei functiei in punctul de acumulare x,=1 se obtine

limL_lf(l) = f'(1). Calculim £ '(x)=e"+2x si f '(1)=e'+2-1=e+2. Se obtine
x—1 X —
ACI AU

lim+———=
x—1 X — 1

b) Catre + functia poate sd aiba asimptota orizontald sau oblica.
Verificam asimptota orizontala:

=e+2.

lim f(x)= lim (ex +x’ ) = lim €* + lim x” =00 + 00 = 00 = nu are asimptoti orizontala.

X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00

Verificam asimptota oblica:

X 2 X
: x . (e +x . e : : .
m= lim EAC)) = lim (—j = lim — + lim x = o + 00 = 00 = nu are asimptota oblica.

x4 x x|y ¥ty x>

¢) Pentru determinarea convexitatii ne folosim de derivata de ordinul II.

f(x)= (f'(x))' = (e" + 2x)' = (e" )'+ (2x)'=e" +2. Din ¢™>0, v x€R, obtinem 1 "(x)>0,
v x€R si= functia este convexa pe R.

8. Se considera functia f: (0,+)\{e} >R, f(x)= i+inx.
—mnx
a) Sd se calculeze lim f (x).

b) Si se verifice ¢i f'(x)=—=——, v x&(0, ®)\{e}.
x(1-Inx)
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale cétre +oo la graficul functiei .
l+Inl 1+0
R. a) li =f(1)= = =1.
W) lim /() =/ ()= " 10
b) Avem: f'(x):(1+1nx)-(l—lnx)—(ltlnx)-(l—lnx) _
(1-Inx)
1 1
O+—|-(1+Inx)—(1+Inx)-| 0——
_( Uj (1+1nx)=(1+Inx) ( xj_
(l—lnx)2

10



Analiza matematica — clasa aXl-a, probleme bacalauret rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

1 x 1 X 2
—— +—+ =
X X\ X X\ _ X B 2

(1- lnx)2 (1- lnx)2 x(1- lnx)2 '
1
¢) Calculam lim f(x) = lim -7 10% (fj%‘;’”’“’ i Y g
X—>+00 x>+o] —Inx 0 X—>+p0 (1 —In x)’ X—>+0 l
X

obtinem asimptota orizontala, dreapta y=—1.

9. Se Se considera functia /' R—R definita prin f{x)= e"(ax’+bx + ¢), unde a,b,ceR.
a) Pentru a=1,b=c= 0, sa se calculeze lim f(x).
b) Sa se verificeca /' (0) - f(0)=b.
¢) Sa se determine a,b,ceR, astfel incat f{0) =0, f'(0) =151 /"(0)=4.
R. a) Pentru a=1,b=c=0, fix)=ex’si lim f(x)= lim ¢"x* = +o0-(+00) = +o0.
b) Calculam:
f'(x) = (ex)'(ax2 + bx + c) + e (ax2 + bx + c)' =e (ax2 + bx + c) + e (2ax + b) =
=e"(ax2 -|—bx+c—i—2ax+b)=e"[ax2 +x(2a+b)+b+c}
f0)=e"a0+b0+c)=1lc=csif'(0)="[a0+0QRa+b)+b+c]=b+c
Obtinem: f'(0) - 0) =b +c—c = b.
¢) Calculam f"(x)= [ex (ax2 +bx +c+2ax+ b)]’ = (ex )'(ax2 +bx +c+ 2ax + b) +

+ex(ax2 +bx+c+2ax+b)':

=ex(ax2+bx+c+2ax+b)+ex(2ax+b+2a)=ex(ax2+4ax+bx+2a+2b+c) si
A0)="(a 0+b0+c) = ¢; f'(0)= b+c; f " (0) =2a + 2b + ¢. Obtinem sistemul:
c=0 c=0 c=0 c=0
b+c=1 <3b+0=1 <3b=1 < {b=1 cusolutia a=b=1 si c=0.
2a+2b+c=4 2a+2+0=4 2a=2 a=1

cy . . X -x,x>1
10. Se Se considera functia fR—R, f(x)=1" | .
—x" +x,x<1
a) Sa se studieze continuitatea functiei f'in punctul x, = 1.
b) Sa se calculeze 1'(0) + /'(2).
¢) Sa se demonstreze ca functia f este concava pe (—,1).
R. a) Folosim definitia functiei continue si calculam limitele laterale in punctul x,=1.

linllf(x):linll(—xz +x)=—-1 +1=-1+1=0
x<1 x<1

linllf(x):lin}(xz —x)=1-1=1-1=0

x>1 x>1

si f{0)=1>-1=0.

Din linl1 f(x)= linl1 f(x)= f(1)=0 rezultd ca functia este continud n x,=1.

x<1 x>1

11
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. 2x-1, x>1 L
b) Calculam f'(x)= , T este derivabild pe (-1,)u(1,+o)

=2x+1, x<1
f(0)=—-2-0+1 =1sif'(2)=2-2—1 =3. Obtinem: '(0)+ '(2)=1+3=4.
¢) Calculam derivata a doua a functiei pe intervalul (—eo,1). f"(x) =(—2x+1)'=-2<0si
functia este concava pe (—oo,1).

11. Se considera functia f: (0,70)—R, f(x)= iz+ !
X

(x+1)2 .

2

< . - 2 .
a) Sa se verifice cd f'(x)=—— ————, oricare ar fi xe(0,00) .

X (x+1)
b) Sa se demonstreze ca functia f este descrescatoare pe intervalul (0,+c0).
¢) Si se calculeze lim x° f'(x).

x>+

R. a) Derivam fiecare fractie:
1o — 1 () 1'.(x+)2_1.[(x+)2] 0.2 1.2x
5 \2 + 52 = 4 +
(+*) (1)’ !
L0 —12(ee)(xrl) 2% 201 2 o
(x+1) M ()t (x1)

b) Pentru determinarea monotoniei functiei determinam semnul derivatei:

£(x)=

X >O:>%>O:>—%<O
x€(0,40)= : 1)3 ’; 2x
x+1) >0=>—

- <0
(x+1)

si atunci f"(x)<0, Vxe(0,+), rezulta ca f este strict descrescatoare pe (0,+).

limx3f'(x)=limx3£—£— 2 J:Iim[—z/\/{— 2x J:

X—>+00 X—>+o0 x3 (X + 1)3 X—>+00 / (.X + 1)3

)
3
=2 lim — 22’“ - 2-2=—4
xoto x° +3x° +3x+1
12. Se considera functia f: (0,+~)—R. definitd prin f{x)= x -2Inx .
a) Sa se calculeze f'(x), xe(0,+).

b) Sa se demonstreze ca functia f este convexa pe intervalul (0,+).
2

¢) Sa se demonstreze ca f(x)> ln%, v x€(0,+).

R.a) f '(x):x'—z(lnx)'zl—2-1:1—3: X2
X X X
b) Pentru stabilirea convexitati determindm semnul derivatei a [I-a.
f"(x) = [1 — gj =1-2. (lj =0-2- (—%) = % , care evident este pozitiva pe
X X X X

domeniul de definitie. Din f"(x)>0= f este convexa pe (0,+).

12



Analiza matematica — clasa aXl-a, probleme bacalauret rezolvate Virgil-Mihail Zaharia
¢) Pentru demonstrarea inegalitatii stabilim monotonia functiei.

f'(x):O:I—E:O:g:I:x:L punct critic.
X x
Tabelul de semn al derivatei:
X | 0 2 +oo
i) |-----m--- O++++++++

Pe (0;2], f '(x)<0= f'este functie descrescatoare, iar pe [2,+x), f '(x)>0= feste functie
crescatoare, atunci x = 2 este punct de minim local= f(x) > f(2). Calculam
2 2

f(2)=2-2In2=2-lne—In2*=Iné’ —ln4:1n%, obtinem: f(x)zln%.

X

e

13. Se considera functia f: R\{—1}—R, definita prin f(x)= .
X+
xe*

a) Sa se verifice ca f'(x) = >

oricare ar fi xeR\{—1}.
x+

b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre -oo la graficul functiei /.

¢) Sa se demonstreze ca f(x) > 1, pentru orice x > —1.
R. a) Calculam derivata dupa regula de derivare a functiei cat.

' (ex)'(x+1)—ex(x+1)' ex(x+1)_eX.1 ex<x+\1\—\1\) xe*
f (x) = 2 = 2 = 2 = 2
(x+1) (x+1) (x+1) (x+1)
b) Calculam lim f(x)= lim ¢ _— lim — ! = ! = ! = 0si atunci dreapta
x>0 s> x ] xome ™t (x+1) 4o0-—0  —o0

y=0 este asimptota orizontala spre -.
¢) Pentru demonstarea inegalitatii ne folosim de monotonia functiei f care este data de
semnul derivatei f'. Determinam punctele critice, f'(x)=0=x=0 si tabelul de semn al
derivatei pe intervalul (-1,+c0)

x |-l 0 +o0

fx) |——————- 0 +++++++++++ +
Pe intervalul (-1,0], f '(x) <0= f'este functie descrescatoare, iar pe [0,+), f(x) >0=feste
functie crescatoare, atunci x=0 este punct de minim local = f{(x)>£{0). Calcuam

f(0)=

¢ o si se obtine inegaliatea ceruta, f(x) >1.
0+1 1
Inx

14. Se considera functia f: (0,+00)—R definita prin f(x)=—-.
X

a) Sa se calculeze f'(e).
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale spre +oo a graficului functiei .
¢) Sa se demonstreze ca x° < ¢* pentru orice x > 0.

1
' ' 7'55\—11'1.X'1
R. a) Calculam derivata functiei f'(x)= (Inx)" x —21nx (x) _ X, : _1- 1211x
X X X

iar f'(e):l_lznezl_zlzgzo.

e e e

13



Analiza matematica — clasa aXl-a, probleme bacalauret rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

1
1" Hospital Inx)' T
b) Calculam hm f (x)=lim Inx_ = (fj = lim ﬂ = lim £ = lim 1 = 1 =0 si
x40y 00 x40 x x—>+0 | x—>+0 ) 400

atunci dreapta y=0 este asimptota orizontala spre +eo.
¢) Pentru demonstarea inegalitatii ne folosim de monotonia functiei f care este data de
semnul functiei /. Determindm punctele critice, f '(x)=0= 1-Inx=0= Inx=1 = x=¢ s1
tabelul de semn al derivatei pe intervalul (0,+e)
X ‘ 0 e +oo
) |++++++ 0 cccmmme
Pe intervalul (0,e], /' '(x) >0= f este functie crescatoare, iar pe [e,+), f (x) <0= f este
functie descrescdtoare, atunci x = e este punct de maxim local

£
ln X ln e {ggmm
=f(x) <fle) > —<—=celnx<xlne = Inx°<Ilne’ = x° <e"pentru orice x > 0.
X e

15. Se considera functiile f,:R—R, date prin fo(x) =e™ -1 §i f,,,(x) = f,(x) pentru orice
neN.
a) Sa calculeze fi(x), xeR.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre +e a graficului functiei f; .
¢) Sa se calculeze lim fz(x)jx_l .
X

x—0

R. a) Determinam f(x) pentru n=0:
L) =1 (x)= (e_x - 1)' = (e_")'— I'=(—x)' e —0=—-1-e"=—¢".

b) Calculim lim f(x) = lim (¢ —1)= lim LI TR R A J si obtinem

X—>+o0 xX—>+o0 x40 @¥ 400

asimptota orizontala dreapta y = —1.
¢) Calculdm mai intai, pentru n =1,

ﬁ(x):ﬂ(x):<_e x)'—(—x)"(— ) =—1 ( )Ze*" si

Hovpttal e —|— X — 1 —_p *

fz(x)+x lim e +x— 1_(9) T S ) ) im=¢ +1:
x—)O x x—0 O x—0 (xz )' x—0 2x

O ['Hospital ) ( e + 1) e— e 1
={—| = Ilim =lim—=—=—.

0 X0 (2x)' x>0 D 2 2

C ) e’ —1, x<0
16. Se considera functia f: R — R de forma f(x)= ,unde a=R.
X 4+x+a, x>0

a) Sa se determine a€R astfel incat functia f'sa fie continud in punctul x, = 0.
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abscisa —1.
¢) Sa se arate ca functia /"' este crescatoare pe (0; +), oricare ar fi acR.

R. a) Calculam limitele laterale in x,:

L(0)=lim f(x)=lim(e" ~1)=¢’ ~1=1-1=0

<0 x<0

14
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lg,(Ox)jOlimf(x):yllg(x2 +x—i—a)=02 +0+a=a
x>0

Pentru ca functia sa fie continua in x,=0 trebuie ca /(0)=/40) = a=0.
b) Ecuatia tangentei la graficul functiei este y —f (xo) =f ' (xo)( x-xp), unde xo=—1<0 si

functia este flx)=e¢"—1. Calculim f(-1)=¢"' —lzl—l, (%) :(e" —1)':(ex)'—1':e",
e

x>0

f'(-1)=¢" :l, inlocuim si se obtine: y—{l—lj:l(x+1) = y—l+1:w e
e e e e e

ve—l+e=x+1= t:x—ye+2—-e=0.

¢) Pe (0; +=), f(x) =x"+x + a si functia /" este crescitoare daci /" este pozitiva.

Calculam f'(x)=2x+1sif"(x)=2>0, Va e R, atunci functia /" este functie

crescatoare. (Sau f'(x) = 2x+1, functie de gradul I, cu coeficientul lui x egal cu 2 > 0 si

atunci este crescatoare).

X

17. Se considera functia f :R"—R, definita prin f(x) = 8_2.
X

a) Sa se calculeze f'(x), xR
b) Sa se demonstreze ca functia f este descrescatoare pe (0,2].
¢) Sa se arate ci2e’® <3e”.

R. a) Derivam dupa cat :

f'(x)(ij‘(eX)'-xz—eX-(xZ)'ex R .2x:ex-&\-(x -2) e (x-2)

© (x) x! x N
b) Determinim semnul derivatei pe intervalul (0,2]: x>0 = ¢">0, x’>0 si x-2<0 atunci f
'(x) <0 s1 = f'este functie descrescatoare.
¢) Pentru demonstrarea inegalitatii ne folosim de punctual b). Functia este descrescatoare,
adicd x;<x,= f(x;) > fx,). Din intervalul (0,2] ludm numerele V2<3 si obtinem:
a
%28—326‘5 <3¢,

18. Se considera functia f:R—R, f{x) = (x +1)*+(x-1)".
a) Sa se verifice cd f'(x) = 4x pentru orice xeR.

b) Sa se calculeze lim J (2X ) .
X—>+00 X
¢) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei g: R —»R, g(x) = J;((x)) .
X

R. a) Ridicam la putere: fix)=x’+2x+1+x*2x+1=2x>+2 si apoi derivim
S (x)=2-2x+0=4x.

2 2
by tim £ = fim 2X F2 lim[zx +3]: 1im(2+%)=2+0:2.

X—>+0 x2 X—>+0 x2 X—>+0 xz xz X—>+00 X

15
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¢) Determinam g(x)= si calculdm derivata

2x> +2
4x ) (4x)'(2x2 + 2)_4X(2x2 + 2) 4(2x2 + 2) —4x-dx _ 8x* +8—16x _

g'(x):(zx%z

e 8(x* —1
_ T8+ 82 = (x 2) . Punctele critice: g'(x)=0= x> -1=0=x,, =*1, tabel de
(2 +2) (22" +2)

(247 +2) (2% +2) (2% +2)

semn:
X |- -1 1 oo
g' x| —————- O+++++0———————
Pe (-o,-1]u[1,+), g '(x)< 0 = g este descrescatoare, iar pe [-1,1] g '(x) >0 si g este
crescatoare.
Inx

19. Se considera functia /:(0,+0)—R, f(x) =—.
X

a) Sa se calculeze f'(x), x€(0,0).
b) Sa se calculeze lim f(x).

¢) Sa se demonstreze ca 0< f(x) < zipentru orice x € |:\/E,+OO).
e

R. a) Folosim regula de derivare a catului

1 v
(Inx)x* —lnx- () 7% _lnx'zx:x_zx.lnx:x(l—zlnx):1_21nx

f'(x)=

2 - 4 4 3 3
(x2) X X " X

|
' Hospital In ! 7
b) 1imf(x):1imm—zx:(fj AT GG T L1
X—>+0 X—>+0 o0 X—>+0 (x2 )' x>0 Dy x40 Dy o0

X

¢) Determindm monotonia functiei /. Aflam punctele critice: /' (x)=0

1
: 231nx:O:>1—21nx=O:>21nx=1:>lnx=%:>x=e2 =e.
X

Tabelul de semn
X ‘ 0 Je Foo
') | ++++++ 0 --cmmm-

Obtinem: f'este descrescatoare pe intervalul [\/E, +oo>, adicd Ve <x<+ew=

1
_InvJe Ine? _Elne 1
- _ = =

=

1
li < 0 <— d .
ngf(x)<](x) <f(\/;): <f(x)<2€, unde f(\/z) (\/g) . . y

X

e

x+2

20. Se considera functia £:[0,1]—R, f(x) =

a) Sa se calculeze f'(x), xe [0,1].
b) Sa se arate ca f* este functie crescatoare pe [0,1].
16
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< .3
¢) Sa se demonstreze ca — <
e f(x)

R. a) Calculam dupa regula de derivare a catului
' (ex)"(x-i'Z)—ex (x+2) & (x+2)—e"-1 e (x+2-1) e -(x+1)
f (x) = 2 = 2 = 2 = 2
(x+2) (x+2) (x+2) (x+2)
b). Determinam monotonia functiei pe intervalul [0,1]. Se observa ca /' (x)>0 deoarece
sunt numai valori pozitive si atunci functia este crescatoare pe [0,1].
¢) Conform definitiei monotoniei functie, avem: 0<x<1=£(0)<f (x)<f (1)

<2, pentru orice x€[0,1].

= 1 <f(x)< ¢ si inversand rapoartele se obtine 3 < <2,Vxe[0,1].
2 3 e f x)
2
21. Se considera functia fR\{1}—R, definitd prin f(x)= LX;J .
x p—

:x2—2x—3
TR

b) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice catre +oo la graficul functiei 1.

¢) Sd se arate ca f'(x)— f(lj > 8, oricare ar fi x >1.
X

a) Sa se verifice cd f'(x) pentru orice xeR\{1}.

R. a) Calculam dupa regula de derivare a catului
' (x2+x+2)'-(x—1)—(x2+x+2)-(x—1)' (2x+1)-(x—1)—(x2+x+2)-1
f'(x)= ; = ; =
(x—l) (x—l)

_2x2—2x+)(—1—x2—)c’—2_x2—2x—3

(x=1) (x=1)
b) Deoarece gradul numaratorului este 2 iar gradul numitorului 1, functia nu are asimptota
orizontala si atunci poate avea asimptota oblica de forma y=mx+n, unde
x> +x+2
- 2
: X ) - X +x+2 . : .
m= lim S = lim —*=1  _ Jim ——— =1, deoarece numaratorul si numitorul

X—>+00 X X—>+00 X X—>+x0 X —X

au grade egale, iar

2 2 . _
n:lim(f(x)_mx)zlim(w—l-xj:limx +x+2-—x (x 1):

X—>+0 X—>+00 X — 1 X—>+00 X — 1
X Hx4+2-x+x . 2x+2
= lim = lim =2.
X—>+0 X — 1 x40 X — 1

Asimptota oblica va avea forma y=x+2.
¢) Notam 4:(1,+~)>R ,

1 1
1 X +x+2 72+7+2 X +x+2 2x7+x+1
h — _ — = _ X X — _ —
(x)=7(x) f(xj x—1 1_1 x—1 x(x—1)
X

17
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3

XX+ 2x 42+ + 1 X +3x7 +3x+1 _(x+1)
x(x—l) x(x—l) X' —x

[(x+1)3]y(x2 —x)—(x+1)3(x2 —x)' 3(x+1)2 (x2 —x)—(x+1)3(2x—1) _

h' X)= =
) (=) (" —x)
(x+1) (3x —3x-2x" —2x+x+1) (x+1 2()cz—4x+1)

(e (2 )
critice pe intervalul (1,+): h(x) =0 =

X —dx+1=0=>A=16-4=12,JA =23, X, 5 —2+/3. Dintre acestea X, =2++/3>1

si tabelul de semn:

si calculam

. Determinam punctele

x| 243 oo
ey | —————- 0++++++++
Punctul x =2++/3 este punct de minim local,
3 3
2+3+1 3+4/3
h(x)zh(2+ﬁ) ( ) ( ) _27+27\3+27+3V3 _

(2+[) 2 3 4+m313-2-\3 5+343

5443043 6(0+5V3)(5-3V3) B (45-27V3 +25V3-43)
5+3J3 25-27 B 7

h)=8 = f(x)- fG)z&

=6/3>8 , adica

22. Se considera functia f; (0,+0)—R, f{x) = x -elnx .
a) Sa se calculeze f"'(x), xe(0,0).

VAC))

b) Sa se calculeze lim~——

x—>ef(x)
¢) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.
R.a) f'(x):x'—(elnx)':l—e(lnx):l—e-l:x_e.
X X
b) limZ )y xoelnx o x* —exiny :(gjlyHip"’“lumw—
x—e f'(x) x—e xXxX—e x—e xX—e O x—e (x — e)'
X
2 1-1 A
:lim(xz)'—e(xlnx)' :lim2x—e[x'- 1nx+x-(lnx)'] Ctim ¥—e Lnxx g _
x—e x'—e' x—e 1-0 x—e 1
:hm2x—(elnx+e) =2e—elne—e=2e—e—e=0.

x—e

0> x—e=0>x=e si tabelul de semn

¢) Determinam punctele critice, f

18
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X 0 e Foo
flx) | ------- O++++++++
Pe (0,e], f '(x)<0=feste functie descrescatoare, iar pe [e,+), f '(x)>0=feste functie
crescatoare.

23. Se considera functia R—R., fix) = (x*—2x +1)e".
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.
b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei .

¢) Sa se calculeze limx[M — 1}.
e f(x)

R. a) Se calculeaza derivata dupa regula produsului
f'(x)z(x2 —2x+1)'-ex —i—(x2 —2x+1)-(e")'=(2x—2)-ex +(x2 —2x+1)-(ex)=
:(2x—2+x2 —2x+l)-ex :(x2 —1)-ex.

b) Determinam punctele critice, f/'(x)=0 si din tabelul de semn aflam punctele de

extrem.

f(x)=0=>x"-1=0=>x"=1=x, =]
X -00 -1 +1 o0
fx) | +++++0 - — — —0++++++

Pe (+,—1], f'(x) >0=feste functie crescatoare, iar pe [-1,+1], f'(x)<0= feste
functie descrescatoare si atunci x = —1 punct de maxim local. Pe [-1,+1], f'(x)<0=f
este functie descrescatoare, iar pe [+1,+=), f'(x) >0= feste functie crescatoare si
atunci x=+1 este punct de minim local. Functia are doua puncte de extreme local, x =
—1six=+I1.

c) hmx(M_ljhmx[ z(x —1)\8\x X_I]limx[xz_l—xz—i-zx—lj
( Jx

o\ f(x) x> X' —2x+1

. 2x -2 . 2x" —2x
=limx| ——— [=llm—F———=2.
oo \ X7 =2x+1) oex’ =2x+1

sau 1imx[M - 1j = 11%{()“ “D(xrl)-et 1} - 1imx(x—+1 _ 1) _

WA C)) (x—1) -e* e x -1
- limx(mj - 1imx(i) —lim2Y =2,
X—0 x_l X—>0 x_l x—)oox_l

4
24. Se considera functia fi(0,+00)—R, definita prin f(x) = x? —Inx.
a) Sa se calculeze f'(x), xe(0,).
b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei f.
x* -1

¢) Sa se demonstreze ca In~/x < pentru orice x€(0,+).
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_/4/)63 1 , 1 x* -1

R. 2) f'(x):(xfjjv—(lnx)' > Lol

X X X

b) Aflam punctele critice, f '(x)=0,
xt -1

=0=x' —1=0=(x* - 1)(x’ +1)=0=x" —-1=0=x,, =*1, dar ;= —1 nu este
. ,

in domeniul de definitie al functiei si atunci punct critic este x=1. In tabelul de semn
- . )
conteaza numai semnul expresiei x™-1:

X -00 -1 0 +1 oo
x-1 +++++++ 0------- | e e e e i i i o S
L&) [T === O+ + 4+ ++++++

Pe intervalul (0,1], f '(x)<0= f'este descrescatoare, iar pe [1,+) f'(x)>0= feste
crescatoare si atunci x=1 este punct de extrem.
¢) Inegalitatea se mai poate scrie:

2 2 2
ln\/;S%—%an\/;—%ﬁ—i‘-(—lyj%—ln\/;Z%, ceea ce ne arati ca se

compara f (\/; ) cu f(1). Din monotonia functie de la pct.b) avem functia crescatoare pe

2
[1,4e), adicd v/x >1= f(\/;) > f(1)= % ~Inx Zi, care este inegalitatea de

demonstrat.
25. Se considera functia /': R—R definita prin f{x) = ¢ — x.
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.
b) Sa se demonstreze ca f{x)>1 pentru orice xeR.
¢) Sa se scrie ecuatia asimptotei oblice catre — la graficul functiei 1.

R. a) f'(x):(ex)'—x':ex —1.
b) Determinam monotonia functiei si punctele de extreme.
f'(x)=0=e"—1=0=¢" =1= x=0. Tabelul de semn:
X —oo 0 +o0
f'x) | -------- O++++++
fx) T m—
x=0 punct de minim pentru £, adica f{ix) > f{1)=fix) > €’~1 = 1, pentru orice xcR.
¢) Ecuatia asimptotei oblice este y = mx + n,unde

m = tim £ _ fim € _x:lim[e——ljzlim( ! —1j:l—1:0—1:—1,iar

I 4 T xo—»| x>0\ ye ¥ 00
n=lim (f(x)—mx)=lim (e —x—(-1)-x)= lim (e =X +X ) = 1im%=l=o si
X—>—00 X—>—00 X—>—00 x>0 o o0
asimptota oblica catre —« la graficul functieivafiy = —1'x+ 0=y =—x.
26. Se considera functia /': R—R definita prin f(x) = ¢' —x —1.
a) Sa se calculeze derivata functiei /.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei /.

2 .
¢) Si se arate ci e* +e* > x* +x+ 2, pentru orice xeR.
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R.a) f'(x)=(e")-x"-1'=e" -1
b) Determinam monotonia functiei. Punctele critice
f'(x)=0=e"—1=0=¢" =1= x=0. Tabelul de semn:
X -c0 0 +oo
f'x) | -------- O++++++
fxy | T— m —
Pe intervalul (-,0], /' '(x) <0 = f este descrescatoare, iar pe [0,), f(x)>0 = feste
crescatoare.

¢) Din punctul b) = punctul de coordinate (0,0) este punct de minim, adica f{x)>0=
¢" —x —1>0 si de asemenea f(x*) >0= ¢” —x* —1>0. Adunidm cele doud relatii:
e —x—-120

. e e —xt—x=220=¢" +e 2xP+x+2.
e —x" =120
Dy : Inx
27. Se considera functia fi(0,+=)—>R, f(x)=—.
X

a) Sa se calculeze f'(x), xe(0,0).

b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei /.

¢) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale la graficul functiei f .

R. a) Se calculeaza derivata functiei dupa regula de derivare a catului

1
f'(x)_(lnx)'-x—lnx~x'_y\'\x“_lnx'1 _1-Inx
x° x’ x*
b) Pentru studierea monotoniei determinam punctele critice si facem tabelul de semn al
derivatei. f'(x)=0= 1—1211x =0=>1-Inx=0=>Inx=1=x=e.
X
X ‘ 0 e +o0

) | +++++0-c-coo-o-
Pe (0,e], f '(x)>0 atunci functia este crescdtoare, pe [e,+), f (x)<0 si functia este
descrescatoare.
¢) Calculam limita la +oo:

1
1" Hospital 1 ! T
lim f(x)= lim Inx = (Ej = lim M = lim %+ = lim 1 = € =0 si atunci dreapta

x>+ x40y 0 x40 ! x>+ ] x40 ¥ 400

y=0, (axa Ox) este asimptota orizontala spre +eo.

o : 1 cef =1, x<1
28. Se considera functia R—R, f(x)=<e .
In x, x>1

a) Sa se studieze continuitatea functiei f* in punctul xy = 1.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre -oo la graficul functiei /.
¢) Sa se arate ca functia f este concava pe (1, + ).
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R. a) Pentru determinarea continuitatii calculam limitele laterale Tn punctual x,=1 si

valoarea functiei: /, (1) =lim f(x) = lim(l et — 1) 1 ¥-1=1-1=0
’ x—l 1\ e \@\

x<1 x<1

(1) =lim /() =limInx =In1=0, £(1) :é-\e\—l =1-1=0. Avem I(1)=l(1)=f(1)=0 si

x>1 x>1

atunci functia este continua in x,=1.

b) hmf(x)—hm(l e’ —1)—llm(l L—1)—l1m( 71” —1): }w 1=
x—>—o\ e e x—>—o\ e e

1 : : . .
=——1=0-1=-1sidreapta y=—1 este asimptota orizontala catre —oo la graficul

0
functiei .
¢) Pentru determinarea concavitatii unei functii ne folosim de derivate a II-a a functiei. Pe

intervalul (1,+e) functia este f{x)=Inx si atunci /"'(x)= l,‘v’x >1= f"(x)= —%,Vx >1
x x

care este negativa deoarece x*> 0 pentru orice xe(1,+e). Daca "' (x) <0 atunci functia
este concava pe (1,+00).

29. Se considera functia f:(0,+©)—>R, f(x)=x—Inx.
a) Sa se arate ca f{1)—f"'(1)=1.
b) Sa se determine punctul de extrem al functiei f .

¢) Sa se calculeze lim f(x—)—x

X—>+00 X
R.a) f(1)=1-Inl=1-0=1, f'(x):x'—(lnx)'zl—l si f'(l):l—%:l—I:O.Atunci
X
AD~'(1)= 1-0=1.

b) xo =1 este punct critic si tabelul de variatie la functiei:
0 1 +o0
f'x) | ————- O+++++++++++

o | T 1

Pe (0,1], f '(x) < 0 s1 feste descrescatoare, iar pe [1, +o), '(x) > 0 si f este crescatoare,
atunci 4(1,1) este punct de minim.

1
— _ _ L'H o
¢) lim f(x) X lim > Inx—x _ lnx_(ooj .y 1 1

X—>+00 X X—>+0 X x—>+oo X
30. Se considera functia f:R —»R, f(x)=x"+¢".
- f(0
a) Sa se calculeze limM.

x—0 X

b) Sa se arate ca functia f'este convexa pe R.
¢) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia /'(x) — f"'(x) + f(x) = ¢ — 3 .
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R. a) 1imM: . J(x)= /()
X

lim=———————= care este derivata functiei in punctul x,=0.

x—0 —
f'(x):(xz)v +(€x)' =2x+e" i f'(0)=2-0+¢" =1 si atunci lim—f(x)_f(o) =1.

x—0 X

x—0

b) Convexitatea se determina cu ajutorul semnului derivatei a I1-a:
f"(x) = (2x + ex) =2-x + (ex) =2+¢e", f"(x)>0, vxeR siatunci feste convexa pe R.

¢) Inlocuim pe /' si £ " de la pct.a), respectiv b) se obtine: f'(x)-f "(x)+A(x) = -3 <
2xte'— 2+ )t x* + = €3 o 2xte -2+ X7 + €'~ +3=0 o X 2xt+1=0<
o (x+1)’=0 < x;,=—1.

31. Se considera functia 1:(0,4o0)—R , f(x)=x" In x .
a) Sa se arate ca f'(x)=x(2Inx+1), oricare ar fi x€(0,+x).

b) Sa se calculeze limm.
o xlnx

¢) Sa se demonstreze ca f (x)z—zi,pentru oricex >0 .
e
R. a) f'(x):(xz)'lnerxz-lnx:2xlnx+x2-%:x(2lnx+1).

b) limM:limM:hm M.,.L/‘O =2
e xlnx  xow /lnx o=\ Jox  Inx
¢) Determindm monotonia functiei:
1

f'(x)=0=> 5(2lnx+l):0:>21nx+1:0:>1nx:—%:>x:e2, tabelul de semn
>0

X 1
0 e ? +00
i) |- —————- - - O+ + +++++++++

fx) - ——  min ———

1 1 1)? 1
Punctul x=e 2,f(e 2):(8 2) Ine 2 =¢"' -(—%J:—% este punct de minim =
e

f(x)= —2i , pentru orice x>0 .
e

32. Se considera functia /:R—R, f(x)=x —ix .
e
a) Sa se calculeze f{0)+f7(0).
b) Sa se calculeze lim f(x) +f (x) .
X—»00 x

¢) Sa se arate ca functia f este concava pe R.
R. a) f'(x)=X'—(e_X)'=1+e‘x=1+lx si f(0)+f'(0)=O—l0+1+i0=—1+1+1=1.
e e e
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x—/-+1+
ST
b) hmf(x) /') =1lim—££ ¢ =11mx—+1=1.

X—>00 x X—>00 x X—>00 x

¢) /"(x)= (1 +e" )' =— "= —Lx <0,Vx € R =feste concavi pe R.
e
33. Se considera functia /:[0,+ ©0)—>R, f(x)=1- 2e —.
x+e

2e" (1 — x)

a) Sa se verifice ca f'(x)= -, pentru orice x€[0,+o0) .

(x +e )
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre +oo la graficul functiei .

< - l-e .
¢) Sé se arate cd —1< f(x)<——, oricare ar fix >0 .

l+e
R. a)
f'(x)zl'—( 2e* ]y:_2ex<x+ex)_ex<x+ex)':_ ex(x%{—l%{): 2(1_x)
x+e (x-i—ex)2 (x+e")2 (x+ex)2'
b) Asimptota orizontald y =/, l:Iim(l— 2+exxj:1—2lim j—x —=1-2=-1=y=-1.
o X+te oo x+e

¢) Determindm monotonia functiei: f"'(x)=0=-1-x =0=-x =1, punct de extrem. Tabelul
de variatie:

X 0 -1 +o0
/') R T ——,lY,—, ,—S,--tt ctrii
flx) l-e
B 1-e -1
l+e I

26° 2¢! l+e—-2e 1-e¢
0)=1- =1-2=-1, f(1)=1- = = }
f( ) 0+¢é" f() 1+ ¢ 1+e l+e

x =—1 punct de maxim =0 < x < +oo=—1< f(x) < 1_—6.
_+_

34. Se considera functia /:R—R, f(x)= (xz +2x + S)ex.
a) Sa se calculeze f'(x), x€R.
b) Sa se determine £123M
¢) Sa se demonstreze ca functia /' este crescatoare pe R.
Rdgwx):(ﬁ+2x+3yéﬁ{x2+2x+3)@fy:e%2x+2+x2+2x+3}:
::ex(x24—4x4—5)
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- f(x)-/(0) 10 = 0 (02 _
b) g%f%@dgf (0)=¢’(0*+4-0+5)=5.
c)

f"(x):(ex)'(xz+4x+5)+ex(x2+4x+5)':ex(x2+4x+5+2x+4):

, = ["este
=ex<x2+6x+9)=ex(x+3) >0,VxeR

crescatoare pe R.

35. Se considera functia f:(0,+0)—R, f (x) = xv/x - 3x.

a) Sa se verifice cd f'(x)= 3\/;2_ 6 , pentru orice x€(0;+00).

b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei /.
¢) Si e demonstreze ca —4< f (x)+ f(x*)<0, pentru orice x€(0;1].

R.a) f'(x):x' x+x‘<\/;)'—3x':\/;+/&. 1 3:2>\/;+%—2)3:3\/;—6'

2

e

b) Semnul derivatei: £'(x)=0=3Jx —6=0=>/x =2 = x=4

X 0 4 +00
flx) | ——m———— O+++++++++++
Pe intervalul (0,4], /'(x)<0=- f este descrescatoare, iar pe [4, +©), f'(x)>=-f este
crescatoare.
c) £i£18f(x)=O:>xe(O,l]:>—2Sf(x)<O, f(xz)zxzx/x—z—sz =x —3x’si
-2< f(x) <0

xe[(),l]:>—2£f(x2)£0 }:4Sf(x)+f(x2)30.

:>—2Sf<x2)S0
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