Limite de functii — Analiza matematica, cls. a Xl-a Virgil-Mihail Zaharia

Limite de functii

Notatii: f:D—R, DcR, a - punct de acumulare a lui D,

1. Definitii ale limitei

Definitia 1.1. Jim f(x) =1,/ € R, daca pentru orice vecindtate V a lui | existi o vecindtate
Xx—>a

U a lui a astfel incdt ¥ xe DNU, x#a, sd rezulte f(x)eV.
Definitia 1.2. lim f(x)=[,/€R, dacd pentru orice sir (xp)n>, x,€D\{0a}, avdnd

Xx—>a
lim x, =& rezultd lim f(x) =1 (criteriul cu siruri);
n—>0 n—»0 o
Definitia 1.3. 1im f(x) =1,/ € R, daci V>0, 38, >0 astfel incit VxeD\{a} silx - ol < &,
X—>a

rezulti | fix) - 11 < e;
Definitia 1.4. 1im f (x) =/ ,dacd I,= 1,=], unde [, = 1im f(x) si [, =1lim f(x).

Xx—>a Xx—>a x—>a
x<a x>a

2. Operatii cu limite de functii
f:D—>R, g:D—>R, a- punct de acumulare a lui D, lim f(x) =1/, limg(x)=1,, [, LeR;

LIimU/ () +g() =1 +1;

xX—>a

211mf(x)g(x) = 11 'lz;

X—>a

3imef (x)=a-1;

4.dacal, #0, hm& _L

8
e g(x)

3. Limite tip
Llim(ayx" +ax"" +..+a,)=a,2" +aa"" +..+a,
xX—>a
lim (ayx" + alx"_1 +..4+a,)= lim ayx";
X—>Fo0 X—>F00

n n—1 n n—1
aox +a1x +...+an _ aoa +a1a +...+Cln

th m m—1 - m m—1
w—abyx” +bx"" +..+b, bya" +ba" +..+b,
i ax" +ax" +..+a, i agx"
im - = lim
st by x™ + b X" .+ b,  xorobyx”

3-lim%=%,aeR+,neN,n22; hm%:oo, lim 2"*{/}:_00;

b

X—>a X—>0 X—>—00
*
4. lima " =a“,aeR,aeR, \{l};lima" =, lim a* =0, dacia> I;
X—>a X—>0 X—>—00
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lima* =0, lim a" =o,daci0<a<1l;

X—>00 X—>—00
5. limlog, x=log, a,a >0 finita, @ € Ri \{1}; limlog, x =—0 si limlog, x =+ dacaa
x—a x—0 X—>00
x>0
>1; limlog, x =400 si limlog, x =—o0 daca 0 <a<1;
x—0 X—>00
x>0

. . T
6. limsSiInx=smao, limCcoSx =Ccos« ; 1imtgx=tga,a¢5+7zZ,

x—a x—a x—a
limctgx =ctga,a & 7Z ; limtgx =, lim tgx =—0;
Xx—>a T T
X—>— x>
2 2
T s
x<— >
2 2

limcigx =0, limcigx = —00;

x—0 x—0
x>0 x<0

7. limarcsinx =arcsina,a €[—1,1], lim arccosx = arccosa,a €[—1,1];
x—a x—a

Vs
lim arctgx = arctga,a € R, lim arcctgx = arcctga,a € R; lim arctgx = —5,

X—>a X—>a X—>—00
) T
lim arctgx = —
X—>00
lim arcctgx =7, lim arcctgx =0;
X—>—00 X—>0
~sinx . Igx _arcsinx . arctgx
8. lim =1, lim— =1, lim————=1, lim————=1;
x—>0 X x—0 X x—0 X x—0 X

n

9. 1imx—x=0,Vn eZ,a>l

x—o A

X 1
10. lim (1+lj =e,lim(+x)* =¢;
x—*towo X x—0
In(1+ x
x—0 X

a

I;

12. lim =Ina,a >0,

x—0 X

13. 1im(l+x—)_1 =r,VreR.
x—0 X
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LIMITELE FUNCTIILOR ELEMENTARE

1) FUNCTIA PUTERE f:R - R, f(x)=x", unde n numar natural nenul

Exemple:
a) lim x° =+ b) lim5x’ =+0  ¢) lim5x’ =—0  d) lim 5x* =+

¢) lim-5x° = -0, pentru ca - 5x° - —5.(+ oo): —0

X—>+00

d) lim-10x* = —o0, pentru ca —10x> — —10-(+o0) = —o0

X—>+00

2) FUNCTIA RADICAL ( DE ORDIN 2) f:[0,50) > R, f(x)= x

Exemple:
a) lim +/2x+10 = +o0, pentru ¢d 2x+10 — 2-(+0)+10 = +00+10 = +o0

X—>+00

b) lim vx* —20 =+, pentru ca x> —20 — (~ )’ — 20 = +00 — 20 = +o

X—>-©

3) FUNCTIA EXPONENTIALA /:R R, f(x)=a" unde a=bazi,a>0,a =1

Exemple:
a) lim3" =+, pentrucaa=3>1

X—>+0

b) 1lim 4,5 =+, pentru cd a=4,5> 1, iar -2x — —2-(~ ) = +o0

¢) lim 8™ =+, pentrucia=_8>1 d) lim10*7 =+, pentrucia=10>1

X—>+00 X—>+0

x+5
e) lim0,7*=0,pentrucda=0,7<1 f) lim(lj :O,pentrucéa=%:0,5<1

X—>+0 x—>+0\ D

2x-9
g) lim(éJ =0,pentrucaa= %:0,75 <1,1iar 2x-9 —»2-(+0) -9 = +00 -9 = 400

x—+o\ 4

4) FUNCTIA LOGARITMICA [ :(0,+0)— R, f(x) = In x ( logaritmul natural, in
baza e=2,7..., numarul lui Euler )

Exemple:
a) lim In(2x +10) = +o0, pentru ¢ 2x+10 — 2-(+00)+10 = +00 +10 = +0

X—>+00

b) lim In@8x’ —10) = +0, pentru ¢ 8x° —10 — 8- (+00)—10 = +00 — 10 = +o0

X—>+00

¢) lim In(-2x +10) = +o0, pentru ¢a -2x+10— -2+ (= 0)+10 = +00+10 = +oo
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d) lim In(2x* —1) = +e0, pentru cd2x* 152 (o) =1=2-(+0) -1 =40 —1=+n

Exerecitii:
Sa se calculeze urmatoarele limite (explicand rezultatul gasit):
D) lim 3% 2) 1im 0,3™ 3) lim 4,5™¢ 4) tim G)
5) lim 2x'° 6) lim -30x" 7) lim In(x+2)  8) lim In(x-8)
9) lim (V2x+10+28% +08" +In(3x~10)+ x"™)
10) lim v/éx—99 11) lim ¥2x° ~100 12) lim (2°+0,5%+In x + Vx)
13) lim 2% 14) lim 2x° 15) lim 2% 16) lim -3x"
7)1 027018 m036% 19) im (2] 20) fim Vv
21) lim 3 22) lim 1,5%7  23) lim 2,87 24) 1im 3,8™
25) lim In(8-2x) 26) lim In(-10x+10) 27) lim In ( -7x° +8)
28) lim In( -20x*'-300) 29) lim +=20x+3 30) lim V-2 +10
31) lim -2-+/-x 32) lim -3In(x+10) 33) lim -2-x+10
34) lim G) 35) lim GJ 36) lim _Tz-ln(2x+7)
) lim, 54549 ) Jm B39 a2 40 i (5
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LIMITELE FUNCTIILOR POLINOMIALE SI A FUNCTIILOR RATIONALE
1)LIMITE DE FUNCTII POLINOMIALE

Exemple de functii polinomiale:
flx) =2x+10, functie polinimiald de gradul I
flx) = x*+5x-52, functie polinimiala de gradul II
flx) =x’ —x* +3x — 7, functie polinimiala de gradul III
Deci gradul unei functii polinomiale este cea mai mare putere la care apare necunoscuta x

Fie o functie polinomiald de gradul n , atunci
limita sa cand x — +w este:

Exemple:
a) lim 2x*-3x™+6x-9 = 2. (+ )" =2+ (+0) = +o0

X—>+00

b) lim -3x"+6x*+5x-7x*-5x+8 = -3 (+ o0)’ = =3 (+ )= —0

X—>+00

2) LIMITE DE FUNCTII RATIONALE

2x -6 x* -8 x’ -8
3x+5° 1= 6—5x 1= x+2

o functie polinomiald de gradul n si
o functie polinomiala de gradul i, atunci:

Exemple de functii rationale: f{x) =

Fie

Exemple:
1) lim 206 _ g, au gradele egale cu 1
xote 3y —T7 3
2
2) lim ; = gradul de sus este mai mare, iar numerele 1 si 2 au acelasi semn
X—>+00 X +
2
3) lim = 3 I , gradul de sus este mai mare, iar numerele 1 si -3 au semne diferite
X—>+0 X
. x+5 . . .
4) li . =0, gradul celui de jos este mai mare
x>+ 3x% 410
. =2x?-9x+9 . : : :
5) lim ——————— = -0, gradul celui de sus este mai mare, iar numerele -2 si 3 au

xre 3x 440
semne diferite
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2_
6) lim Sx"—6x 5

e 2x% 43
7) lim _2x=6

X—>+0 Xz —8X—7

-1

au gradele egale cu 2

=0, gradul celui de jos este mai mare

Exercitii pentru munca independenta

Sa se calculeze urmatoarele limite, explicand rezultatul gasit:

1) tim 2x+4

x>+0 3x —§

4) lim 2’“2_7
X—>+0 6X +7

7) lim (6x°-6x’+9)

X—>+0

2
10) lim 2x2 9x+8
x40 3x° —OQx +7

x> +6
3

13) lim

X—>+00 X

16) lim (6x*+8x-100)

X—>+00

19) fim 25
X—>+0 X+5

22) lim

x=t0 S5x+6

25) lim —2x+10
X—>+00 6x_8

28) lim (-3x*+9x-55)

X—>+00

2x* —9x+7

2) lim (-2x°+6x*+5x-9)

X—>+0

2
5) lim ~—*~° 7x-8
xoto o 2x 44

8) lim (-2x*+6x-71)

X—>+0

2
11) lim M
x>0 4x +8

2x-9
x+0 6x +10

17) lim (-3x°-6x> +6x+8)

X—>+00

20) tim =7
xot0 —2x +9

2
23) lim 5x°—-9x+7
x>t —5x+10

3
26) lim — 0¥ *2¥
x>t DxT —5x+7

29) lim (4x°-9x*+6x-40)

X—>+00

3) lim (4x°-4)

X—>+0

2
6) lim —>*
x40 —2x +6

9) lim (-2x+9)

X—>+0

2_
12) lim =%
X—>+00 6x_9

2
15) lim 9x” =5x—9
xote —6x+7

18) lim (-8x° +5)

X—>+00

2
21) tim = —**+7

e —x? 455 -9

2
24) fim —2%
=t 6x + 77

27) tim 12X
xoto 24 x 47

30) lim (-3x*-9x” +5x-9)

X—>+00
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Nedeterminari : =

o0

Sé se calculeze limitele de functii:

3,02 g2 _
1) tim 28 2y gim Y 3) g T,
oo 2x° +5x o x7 +4 oo 4yt —1
4) hmﬂ 5) 1im 2x° —5x+11  6) lim _— X3
x—® 3)C +)C+2 x—)oo_3x3 +4x2_\/_ x>0 \/_)C _
7y tim L 8) dim St 9) him T 10) i
X—>—0 |x | X—>0 |x_ | X—>0 x2+4 X—>—0 x2+4
1) gim 25D gy XL gy X
oyt o fxter el
2 — —
14) lim ———  15) lim =23 . 16) fim —223

= x? +1 = Ixt 45 ’ = Ix? +5

17 lim In(x* + x) - 18) lim In(e™ +1) -19) 1 (x+1) —x' .

s> In(x* +2x) e In(e* +1) e 2% 4 5%

Sa se determine parametrii reali a si b, astfel incat :

2
lim (x +1—ax—bj =0;

oo | x 41

Nedeterminari : %

S& se calculeze limitele de functii :

4 2 2 3
1) tim— X "2+ 2) fim YL 3) fim Y2
=0 3x” +x7 +2x ol x? +3x+2 Wl x" —4x7 +3

— — 2_
4) limx +2x° -3 © 5) lim x° -4 *6) lim x°=2x+1 .

= x? —3x+2 =2 x? —3x+2 ol 3 —x? x4+l
. x> —4x+3 ? X +x
7) lim — 5 8) lim —; 9) lim —;
whx” =2x" +2x -1 2 xT — 0 x" —x
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10) hmi}, 11) hmx +x 12) lim X+x" +..... +X —n
x=0 x x

x—l1 x_l
13) 1im © @D N 14) im T m n eN*; men.
x—l (x_l) x—1 x _1
3 2 2
14) lim 12)3c +28)2c +3x—18 - 15 3x"+4x—-4
H_% 4x” +20x° +33x+18 H 2 x> +6x+8

16)m si p fiind numere naturale, sa se afle :

.x"=a"

lim

x—a xp _ap
Sa se afle:

(x ’a-(a-1)x
= (x-D*a—(a—-1)°x

Nedeterminari : %

S& se calculeze limitele de functii :

e . e -1, T . e e
Dl 2 e ) ) i
2
e’ —1 e —e* 3" =27 a“" —
°) lim — =i O lim o i 1) m =i 8) lim e (@>0),
x X smx sin3x
9) 1im 2—%:10) tim =% : 11) tim ——1: 12) fim &L
x>2  x — x—3 X — 3 x—0 4x x—0 6x

S& se calculeze limitele de functii :

1) lim ln(l+3x); 2) 1im In (1+5x) . 3) 1im ln(l+3x—x2);

x—0 Tx x=0 In (1 + 2x) ’ x—0 X

4) lim In(1+x*-x%). 5) lim In (1+ 3x) . 6 limex—1+ln(l+2x);

x>l 1-x 0 In (1+ 4x) x>0 2x
7) lim —-27+In(x-2) : 8) lim 1n(1+s%n3x)  9) lim ln(l+tg2x);
3 x-3 x>0 In (1+ sin 5x) x>0 S5x
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10) 1im In (1 + arcsin x ) .
x>0 sin 3x

Nedeterminari : %

S& se calculeze limitele de functii :

. . . 32 2
1) lim S0I3% . oy jiy SIN2X gy ) SIDOE =) gy iy sin 2 .

x—0 Tx x—0 Sin Ox x—0 3x2 x—0 Sx

5) lim sin x — sin 3x . 6) lim sin 7x + sin 3x . 7) lim sin 5x — sin 3x .

x—0 X x>0 X x—=0 sin x

8) fiy 2sin (x—2) . 9) lim sin (xsin 3x) . 49y (. sin x> +x-2) .

b . )
=2 x? = 3x42 x>0 x° -2 gin (x* + 3x + 2)

11) tim sin (x> —9) 12) lim arcsin (x> — 5x + 4) 13) lim sin (x 1)

»~>-3 aresin (x* + x — 6) x4 x> —16 =1 x? —1]

S& se calculeze limitele de functii :

1) tim —> :2) tim 2% 3) tim £ 5« 0.
x—0 tgle x—0 tg Sx x—0 tg ﬂx

4) 1im tg (B3x-2) . 5) lim arctg 2x
x—)% 3x4x-2 0 qgretg Sx

S& se calculeze limitele de functii :

sin ax © 2} lim arcsin (1 — 2x) . 3) (i 2resin (x-3)

1) lim

=0 tg fx H% tg (4x* 1) =3 gretg (x> —9)

Nedeterminari : %

+ Sd se calculeze limitele de functii :

I+x -1 : 2) limw/1+x—1/1—x; 3)
X x—0 X

lim
x—l1

1) lim

x—0

NI—x -2
x—1
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. Jx-8 . 49+ 2x - 3-5+x
10) 1 ; 11) lim ———— ; 12) lim ——= ;
) lim Vx4 ) lim 3\/;_2 ) lim -5

13) g V2O 20 gy e

x—3 )C —4x+3 x—0

15) lim— "L 15) jim Y2171 ) iy VXI5
) 33}3\/:—3\/5 ) lim Yx+1-1 ) e A

17) tim VEF27A3E2 g tim Y271 49 lim VX "P Ve =b
=2 fax+1-5x-1" >0 l+x -1 s>a x—a

Nedeterminari: « -«

S& se calculeze limitele de functii :

1) tim (3 +1-2x) 5 2) tim (5 201 -5 et )5
3) lim (x+\3/1—x3) 4) lim (\/x +x+1- \/x x2+1);

X—> 0 X—> 0

5) lim (1/3x2—8x+6+xx/§);6) lim X(w/9x2+5+3x);

X—> — 0 X—> — 0

7) tim ([ aees); 8) tim o2 rax 2);

X—> 0

9) fim (Jax+3x+1-2x7+1);10) tim [ - —3 +1);

X—>—0 X—> 0

1) tim (3 —x+1+22); 12) lim (Ja+T -2+ 2+ +3) ;

x—>— o

13) lim (zx —xj,14) hm(L—%j;’w) hm( L _1 ];
>-o | x2 +1 1] 1-x X\ cosx sin2x

10
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16) lim — .12 ];17) lim (3\/()6+1)2—3\/(x—1)2);

Virgil-Mihail Zaharia

— . 2 X— 0
0 {sm 2x sin x

. ). . 1 ).
18) EEX( xl x)’19) }CLH% (x(x—2)2 x2—3x+2J’

20) lim (In(x+1)=Inx); 21) lim X [In(x+2)-1Inx];

X—> 0 X—> 0

Nedeterminari : |*

S& se calculeze limitele de functii :

X x X X +1
1) tim [ 2] 2) 1im [ ; 3) lim(l—lJ;4) lim (222
x>o | xy—1 x—o | x4+ 1 X— X x>-w| x =2

4) tim (13- 4x)<= ; 5) lim (xf—x“j ; 6) lim (2”3J :

¥=3 oo xT —x+1 oo | 2x+1

x—>0 x—>6 x> — o

5 1 ) \/:
7) tim (1+2¢)< ; 8) lim (7-x)¢ ; 9) lim (L’C“j ;

V3 x—0
x— =
2

10) lim (1 + sin 2x): 5 11) lim (sin x)ms ; 12) 1im(2;xj

x+5

13) 1im(2x+8xjx; 14) lim (ax”’xjxﬂs) lim( —x- 2] ”3 :
x—0 2 x>0 X xX—> © 4

Aflati valorile parametrului a, pentru care : lim (x +;’x+;
X—> 0 x + x

este:a)e?;b)e;c)1;d)e’;e)e’

xt—x+1

Vx4
2

17)11m( . 1]estea)o b)1:¢) V2 ;d) 3 ;e) .

=14+ x7 T+x

11



