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I. Limite de funcţii

Notaţii: f :DR, DR,  - punct de acumulare a lui D;

1. Definiţii ale limitei
Definiţia 1.1. R,)(lim 


llxf

x 
, dacă pentru orice vecinătate V a lui l există o vecinătate

U a lui  astfel încât xDU, x, să rezulte f(x)V.
Definiţia 1.2. R,)(lim 


llxf

x 
, dacă pentru orice şir (xn)n0, xnD\{}, având




n
n

xlim rezultă lxf
n




)(lim (criteriul cu şiruri);

Definiţia 1.3. R,)(lim 


llxf
x 

, dacă >0,  >0 astfel încât xD\{} şi x - < 

rezultă f(x) - l< ;
Definiţia 1.4. lxf

x



)(lim


,dacă ls= ld=l, unde )(lim xfl

x
x

s







 şi )(lim xfl
x
x

d







 .

2. Operaţii cu limite de funcţii
f :DR, g:DR,  - punct de acumulare a lui D, 1)(lim lxf

x



, 2)(lim lxg

x



, l1,l2R;

1 2

1 2

1

1
2

2

1. ( ( ) ( )) ;

2. ( ) ( ) ;

3. ( ) ;

( )4.daca 0, .
( )

lim
lim
lim

lim

x

x

x

x

f x g x l l

f x g x l l

af x a l

lf xl
g x l

















  

  

 

 

(0.1)

3. Limite tip

n
nn

n
nn

x
aaaaxaxa  


...)...(lim.1 1

10
1

10 


;lim)...(lim 0
1

10
n

x
n

nn

x
xaaxaxa






 (0.2)

m
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n
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m
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n
nn

x bbb
aaa

bxbxb
axaxa
















 ...
...

...

...
lim.2 1

10

1
10

1
10

1
10






;lim
...
...

lim
0

0
1

10

1
10

m

n

xm
mm

n
nn

x xb
xa

bxbxb
axaxa












(0.3)

2,,,lim.3  


nNnRx nn

x



; 



n

x
xlim , 



12lim n

x
x ;

4. }1{\,,lim *



 RaRaa x

x



; 



x

x
alim , 0lim 



x

x
a , dacă a > 1;

0lim 


x

x
a , 



x

x
alim , dacă 0 < a < 1;
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5. }1{\finita,0,logloglim *



 Rx aa

x



; 




xa

x
x

loglim
0
0

şi 


xa
x

loglim dacă a

> 1; 



xa

x
x

loglim
0
0

şi 


xa
x

loglim dacă 0 <a< 1;

6. 


sinsinlim 


x
x

, 


coscoslim 


x
x

; Ztgtgx
x





 2

,lim ,

Zctgctgx
x







,lim ; 





tgx

x

x
lim

2

2



, 





tgx

x

x
lim

2

2



;





ctgx
x
x
lim

0
0

, 



ctgx
x
x
lim

0
0

;

7. ]1,1[,arcsinarcsinlim 





x
x

, ]1,1[,arccosarccoslim 





x
x

;

Rarctgarctgx
x







,lim , Rarcctgarcctgx
x







,lim ;
2lim





arctgx
x

,

2lim





arctgx
x




arcctgx
x
lim , 0lim 


arcctgx

x
;

8. 1sin
lim

0


 x
x

x
, 1lim

0


 x
tgx

x
, 1arcsin

lim
0


 x

x
x

, 1lim
0


 x

arctgx
x

;

9. ;1,,0lim 


aZn
a
x

x

n

x

10. ;)1(lim,11lim
1

0
exe

x
x

x

x

x







 



11. ;1)1ln(
lim

0



 x

x
x

12. 0,ln1
lim

0





aa
x

a x

x
,

13. Rrr
x
x r

x





,1)1(
lim

0
.

4. Regulile lui l’Hospital
Fie I un interval pe axa reală şi x0un punct de acumulare al lui I. Fie f şi g două funcţii definite pe

I\{x0}. Dacă:
1.

0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x x x

f x g x
 

  ;

2. f şi g sunt derivabile pe I\{x0};
3.g'(x0) 0, 0\{ }x I x  ;
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4. există 0

0

0

0

lim '( )
,

lim '( )
x x

x x

f x
l l

g x




 R , atunci

a) 0( ) 0, \{ }g x x I x   şi

b)
0 0

( ) '( )lim lim
( ) '( )x x x x

f x f x l
g x g x 

  . (0.4)

4. Continuitatea funcţiilor
Definiţia 4.1.Fie f:DR, xoD, xo–punct de acumulare a lui D, f este continuã în xo,

dacã
0 0 0

0 0

0lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x x x
x x x x

f x f x f x f x
  
 

   , iar xo se numeşte punct de continuitate. (0.5)

Definiţia 4.2. Fie D,  este punct de discontinuitate de prima speţã dacã existã şi sunt
finite limitele laterale în , dar funcţia nu este continuã în .

Definiţia 4.3. Fie D,  este punct de discontinuitate de speţa a doua dacã nu este de prima
speţã.

Teoremã. Dacã f:IR, I – interval şi f continuã pe I, atunci J = f(I) este interval ( o funcţie
continuã pe un interval are proprietatea lui Darboux pe acel interval).

II. Funcţii derivabile

1. Definiţia derivatei într-un punct
f:ER, xoE, xo – punct de acumulare a lui E:


0

0
0

0

( ) ( ) '( )lim
x x

f x f x f x
x x





există şi este finită (0.6)

 fs’(x0) =
0

0 )()(
lim

0

0 xx
xfxf

xx
xx 






(0.7)

 fd’(x0) =
0

0 )()(
lim

0

0 xx
xfxf

xx
xx 






(0.8)

 o funcţie este derivabilă într-un punct x0  f’(x0) = fs’(x0) = fd’(x0) (0.9)
Interpretarea geometrică:
- dacă f’(x0)R, atunci aceasta reprezintă panta tangentei la graficul funcţiei în punctul x0, m=f '(x0).
dacă f’(x0)R, y - f(x0) = f’(x0)(x – x0) (0.10)

este ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul A(x0,f(x0));
- dacă f este continuă în x0, fd’(x0) = +, fs’(x0) = -, sau invers, x0 este punct de întoarcere al

graficului;
- dacă f este continuă în x0 şi există derivatele laterale în x0, cel puţin una fiind finită, dar f nu este

derivabilă în x0, x0 este punct unghiular al graficului.

2. Reguli de derivare
f,g:ER, f,g derivabile în xE:

1. (f + g)’(x) = f’(x) + g’(x); (0.11)
2. (cf)’(x) = cf’(x), cR; (0.12)
3. (fg)’(x) = f’(x)g(x) + f(x)g’(x) (0.13)
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4. dacă g(x)0,
)(

)(')()()(')( 2

'

xg
xgxfxgxfx

g
f 









; (0.14)

5. derivata funcţiei compuse: dacă f:IJ, g:JR, f derivabilă în x0I şi g derivabilă în
y0 = f(x0), atunci (gof)’(x0) = g’(y0)f’(x0); (0.15)

6. derivate funcţiei inverse: dacă f:IJ continuă, bijectivă şi derivabilă în x0 cu f’(x0)0, atunci

f -1:JI este derivabilă în y0= f(x0) şi f -1(y0) =
)('

1

0xf
. (0.16)

Definiţie:
Punctele critice ale unei funcţii derivabile sunt rădăcinile (zerourile) derivatei întâi. (0.17)

3. Derivate de ordin superior
Fie f:I RR, xoI, o funcţie derivabilă. Spunem că f este de două ori derivabilă în x0 dacă există şi
este finită:

0

0
0

0

'( ) '( )lim ''( )
x x

f x f x f x
x x





(0.18)

4. Derivatele funcţiilor elementare
Funcţia (condiţii) Derivata (condiţii)
c, (constanta) 0
xn, nN* nxn-1

xr, rR, x>0 rxn-1

,
0

x
x 

0,
2

1
x

x
logax,
a1, a>0, x>0 xa

1
ln
1



ln x, x>0
x
1

ax, a1, a>0, x>0 ax ln a
ex ex

sin x cos x
cos x -sin x
tg x
,x Zkk  ,

2
)12(  x2cos

1

ctg x, x Zkk  ,
x2sin

1


arcsin x, x[-1,1]  
2

1 , 1,1
1

x
x

 


arcos x, x[-1,1]  
2

1 , 1,1
1

x
x

  


arctg x
21

1
x

arcctg x
21

1
x



5. Derivatele funcţiilor compuse
Funcţia (condiţii) Derivata (condiţii)
un, nN* nun-1u’
ur, rR, u>0 uxn-1u’

0, uu 0,
2

'
u

u
u

logau,
a1, a>0, u>0 u

u
a

'
ln
1



ln u, u>0
'1 u

u


au, a1, a>0 au ln au’
eu euu’
sin u cos uu’
cos u - sin uu’
tg u, cos u 0 '

cos
1

2 u
u


ctg u, sin u 0
'

sin
1

2 u
u


arcsin u, u[-1,1]  
2

1 ', 1,1
1

u u
u

  


arccos u, u[-1,1]  
2

1 ', 1,1
1

u u
u

   


arctg u '
1

1
2 u

u



arcctg u '

1
1

2 u
u





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III. Proprietăţi ale funcţiilor derivabile
Definiţie: Fie f:IR, cu I R, interval.

1. Spunem că punctul x0 I este un punct de maxim local strict pentru f, dacă există o
vecinătate U a lui x0, astfel încât:  0 0( ) ( ), \{ }f x f x x U I x    . (0.19)

2. . Spunem că punctul x0 I este un punct de minim local strict pentru f, dacă există o
vecinătate U a lui x0, astfel încât:  0 0( ) ( ), \{ }f x f x x U I x    . (0.20)

Teorema lui Fermat:
Fie f:IR derivabilă pe I. În orice punct extrem local din interiorul lui I, f’ este nulă.

Teorema lui Rolle:
Dacă funcţia continuă f:[a,b]R este derivabilă pe (a,b) şi f(a) = f(b) atunci există c(a,b)

astfel încât f’(c) = 0.
Teorema lui Lagrange:

Dacă funcţia continuă f:[a,b]R este derivabilă pe (a,b), atunci există c(a,b) astfel încât

)(')()( cf
ab

afbf





.

Consecinţe ale Teoremei lui Lagrange:
1. Fie f:ER o funcţie derivabilă şi I E un interval.

- Dacă xI, avem f '(x)>0, atunci funcţia este strict crescătoare pe I. (0.21)
- Dacă xI, avem f '(x)<0, atunci funcţia este strict descrescătoare pe I. (0.22)

2. Fie f:(a,b) R o funcţi derivabilă şi c (a,b). Dacă f ' se anulează în c schimbându-şi
semnul, atunci c este un punct de extrem local pentru f.

Teoremă. Dacă funcţia f este continuă şi derivabilă pe I (I – interval deschis), atunci:
1. între două rădăcini consecutive ale funcţiei există cel puţin o rădăcină a derivatei;
2. între două rădăcini consecutive ale derivatei există cel mult o rădăcină a funcţiei.
Teorema lui Cauchy:

Dacă f,g:[a,b]R continue pe [a,b], derivabile pe (a,b) şi g’(x)0, x(a,b) atunci c(a,b)

astfel încât
)('
)('

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf





Funcţii convexe şi funcţii concave
1. O funcţie este convexă pe un interval real (a,b), dacă pentru x1,x2(a,b) graficul funcţiei pe

intervalul (x1,x2) este situat sub segmentul de dreaptă care uneşte punctele (x1,f(x1)) şi (x2,f(x2)).
(0.23)

2. O funcţie este concavă pe un interval real (a,b), dacă pentru x1,x2(a,b) graficul funcţiei pe
intervalul (x1,x2) este situat desupra segmentului de dreaptă care uneşte punctele (x1,f(x1)) şi
(x2,f(x2)). (0.24)

Propoziţia
1. Dacă funcţia f are derivată de ordinul al doilea strict pozitivă (f "(x)>0) pe intervalul (a,b),

atunci f este strict convexă pe (a,b). (0.25)
2. Dacă funcţia f are derivată de ordinul al doilea strict negativă (f ”(x)<0) pe intervalul (a,b),

atunci f este strict concavă pe (a,b). (0.26)



Analiza matematică clasa a XI-a Virgil-Mihail Zaharia

9

IV. Asimptote

IV.1. Asimptote orizontale (f:DR)
Definiţia IV.1.1. Dacă 1)(lim lxf

x



sau 2)(lim lxf

x



, l1R şi/sau l2R, dreptele y=l1

şi/sau y=l2 sunt asimptote orizontale a lui f spre +, respectiv - (0.27)

IV.2. Asimptote oblice (f:DR)

Definiţia IV.2.1. Dacă 0)(
lim 


m

x
xf

x
şi Rnmnmxxf

x



,,])([lim dreapta

y=mx+ n este asimptotă oblică a lui f spre +. (0.28)

Definiţia IV.2.2. Dacă 0')(
lim 


m

x
xf

x
şi Rnmnxmxf

x



',',']')([lim dreapta

y=m’x + n’ este asimptotă oblică a lui f spre -. (0.29)

IV.3. Asimptote verticale (f:DR)
Definiţia IV.3.1. Dacă 




)(lim xf
x
x



,  - punct de acumulare a lui D, dreapta x= este

asimptotă verticală la stânga a lui f. (0.30)
Definiţia IV.3.2. Dacă 




)(lim xf
x
x



,  - punct de acumulare a lui D, dreapta x= este

asimptotă verticală la dreapta a lui f. (0.31)
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Probleme propuse bacalaureat 2008

P1. Se consideră funcţia f:R\{-1}→R,
2

( )
1

xf x
x




.

a) Să se calculeze derivata funcţiei f .
b) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f .
c) Să se demonstreze că f(x) ≤ -4 pentru orice x < -1.

P2. Se consideră funcţia f: R →R, f(x) = e x - e –x.

a) Să se calculeze
0

( ) (0)lim
x

f x f
x

 .

b) Să se arate că funcţia f este crescătoare pe R.
c) Să se calculeze S = g(0) + g(1) +... + g(2008), unde g: R → R, g(x)=f '(x)-f ''(x) şi f '' reprezintă
derivata a doua a funcţiei f .

P3. Se consideră funcţia f: (0,+∞) → R, ln( ) xf x
x

 .

a) Să se calculeze derivata funcţiei f .
b) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f.
c) Să se demonstreze că 5 33 5 .

P4. Se consideră funcţia f:R→R, f(x) = x + e-x.
a) Să se calculeze f ′(x), x R.
b) Să se arate că f este descrescătoare pe (-∞,0] şi crescătoare pe [0,+∞).
c) Să se determine ecuaţia asimptotei oblice către +∞ la graficul funcţiei f .

P5. Se consideră funcţia f: R→R, f(x) = x2008 -2008(x-1)-1.
a) Să se calculeze f(0) + f ′ (0).
b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 1.
c) Să se arate că f este convexă pe R,.

P6. Se consideră funcţia f: [0,+4)→R, 1( )
1 2

x xf x
x x


 

 
.

a) Să se calculeze lim ( )
x

f x


.

b) Să se verifice că
   2 2

1 1'( )
1 2

f x
x x

 
 

oricare ar fi x 0.

c) Să se demonstreze că 1 ( ) 2
2

f x  pentru orice x [0,+4).

P7. Se consideră funcţia f:R→R, f(x) = ex + x2 .

a) Să se calculeze
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x




.

b) Să se demonstreze că funcţia f nu are asimptotă către +∞.
c) Să se demonstreze că funcţia f este convexă pe R.
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P8. Se consideră funcţia f : (0,+∞)\{e}→R, 1 ln( )
1 ln

xf x
x





.

a) Să se calculeze 1(1)f f
e
   
 

.

b) Să se verifice că
 2

2'( )
1 ln

f x
x x




, x (0, ∞)\{e}.

c) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către +∞ la graficul funcţiei f .

P9. Se consideră funcţia f: R→R definită prin f(x) = ex(ax2+bx + c), unde a,b,c R.
a) Să se calculeze lim ( )

x
f x


pentru a=1,b =c = 0 .

b) Să se verifice că f ' (0) - f(0) = b .
c) Să se determine a,b,c R, astfel încăt f(0) = 0, f '(0) = 1 şi f ''(0) = 4 .

P10. Se consideră funcţia f:R→R,
2

2

, 1
( ) .

, 1
x x x

f x
x x x

   
  

a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în punctul x0 = 1.
b) Să se calculeze f ′'(0) + f′'(2).
c) Să se studieze derivabilitatea funcţiei f în punctul x0 = 1.

P11. Se consideră funcţia f: (0, +∞)→R. definită prin
 22

1 1( )
1

f x
x x

 


.

a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞) .
b) Să se demonstreze că funcţia f este descrescătoare pe intervalul (0,+∞).
c) Să se calculeze 3lim '( )

x
x f x


.

P12. Se consideră funcţia f: (0,+ )→R. definită prin f(x)= x -2lnx .
a) Să se calculeze f '(x), x (0,+ ).
b) Să se demonstreze că funcţia f este convexă pe intervalul (0,+ ).

c) Să se demonstreze că
2

( ) ln
4
ef x  ,  x (0,+ ).

P13. Se consideră funcţia f: R\{-1}→R, definită prin ( )
1

xef x
x




.

a) Să se verifice că
 2'( )

1

xxef x
x




oricare ar fi x R\{-1}.

b) Să se determine ecuaţia asimptotei către -∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se demonstreze că f(x) ≥ 1, pentru orice x > -1.

P14.Se consideră funcţia f : (0,+∞)→R definită prin ln( ) xf x
x

 .

a) Să se calculeze f ′(e).
b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale spre +∞ a graficului funcţiei f .
c) Să se demonstreze că xe ≤ ex pentru orice x > 0.
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P15. Se consideră funcţiile fn:R→R, date prin f0(x) = e-x -1 şi    '
1n nf x f x  pentru orice n N.

a) Să calculeze f1(x), x R.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către + a graficului funcţiei f0 .

c) Să se calculeze 2
20

( ) 1lim
x

f x x
x

  .

P16. Se consideră funcţia f: R → R de forma
2

1, 0
( )

, 0

xe x
f x

x x a x

   
  

, unde a∈R.

a) Să se determine a R astfel încât funcţia f să fie continuă în punctul x0 = 0.
b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei în punctul de abscisă -1.

c) Să se calculeze 2

( ) 1lim
x

f x
x x




.

P17. Se consideră funcţia f :R*→R, definită prin 2( )
xef x

x
 .

a) Să se calculeze f '(x), x R*.
b) Să se demonstreze că funcţia f este descrescătoare pe (0,2].
c) Să se arate că 3 22 3e e .

P18. Se consideră funcţia f: R→R, f(x) = (x +1)2 +(x-1)2 .
a) Să se verifice că f '(x) = 4x pentru orice x R.

b) Să se calculeze 2

( )lim
x

f x
x

.

c) Să se demonstreze că f '(x) ≤e4x-1, pentru orice x R.

P19.Se consideră funcţia f :(0,+∞)→R , 2

ln( ) xf x
x

 .

a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).
b) Să se calculeze lim ( )

x
f x


.

c) Să se demonstreze că 10 ( )
2

f x
e

  pentru orice ,x e  .

P20. Se consideră funcţia f:[0,1]→R, ( )
2

xef x
x




.

a) Să se calculeze f '(x), x [0,1].

b) Să se verifice că f(0) + f '(0)= 3
4

.

c) Să se demonstreze că 3 1 2
( )e f x

  ,∀x [0,1].

P21. Se consideră funcţia f:R\{1}→R, definită prin
2 2( )

1
x xf x

x
 




.

a) Să se calculeze f '(x), x R\{1}.
b) Să se demonstreze că funcţia f admite două puncte de extrem.
c) Să se determine ecuaţia asimptotei oblice către +∞ la graficul funcţiei f .
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P22. Se consideră funcţia f: (0,+∞)→R, f(x) = x -elnx .
a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).

b) Să se calculeze ( )lim
'( )x e

f x
f x

.

c) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f.

P23. Se consideră funcţia f:R→R., f(x) = (x2-2x + 1)ex.
a) Să se calculeze f '(x), x R.
b) Să se determine numărul punctelor de extrem ale funcţiei f .

c) Să se calculeze '( )lim 1
( )x

f xx
f x

 
 

 
.

P24. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, definită prin
4

( ) ln
4
xf x x  .

a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).
b) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f.

c) Să se demonstreze că
2 1ln
4

xx 
 pentru orice x∈ (0,+∞).

P25. Se consideră funcţia f:R→R definită prin f(x) = ex-x .
a) Să se calculeze f '(x), x R.
b) Să se demonstreze că f(x)1 pentru orice x R.
c) Să se scrie ecuaţia asimptotei oblice către - la graficul funcţiei f .

P26. Se consideră funcţia f:R→R definită prin f(x) = ex - x -1.
a) Să se calculeze derivata funcţiei f .
b) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f .
c) Să se arate că e2008 -1≥1004⋅2009⋅(e-1).

P27. Se consideră funcţia f:(0,+ )→R, ln( ) xf x
x

 .

a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).
b) Să se studieze monotonia funcţiei f .
c) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale la graficul funcţiei f .

P28. Se consideră funcţia f:R→R,
1 1, 1

( )
ln , 1

xe x
f x e

x x

    
 

.

a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în punctul x0 = 1.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei către -∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se arate că funcţia f este concavă pe (1, + ∞).

P29. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, f(x) = x-lnx.
a) Să se arate că f(1) - f ′(1) =1.
b) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f .
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c) Să se calculeze ( )lim
x

f x
x

.

P30. Se consideră funcţia f:R→R, f(x) = x2 + ex.

a) Să se calculeze
0

( ) (0)lim
x

f x f
x

 .

b) Să se arate că funcţia f este convexă pe R.
c) Să se rezolve în R ecuaţia f ′(x)-f ′'(x) + f(x) = ex-3 .

P31. Se consideră funcţia f: (0, + )→R, f(x) = x2lnx.
a) Să se arate că f '(x) = x(2lnx + 1), oricare ar fi x (0,+ ).

b) Să se calculeze '( )lim
lnx

f x
x x

.

c) Să se demonstreze că 1( )
2

f x
e

  , pentru orice x > 0 .

P32. Se consideră funcţia f:R→R, 1( ) xf x x
e

  .

a) Să se calculeze f(0) + f '(0).
b) Să se arate că funcţia f este concavă pe R.
c) Să se demonstreze că panta tangentei în orice punct la graficul funcţiei f este mai mare decât 1.

P33. Se consideră funcţia f:[0, +∞)→R, 2( ) 1
x

x

ef x
x e

 


.

a) Să se verifice că  
 2

2 1
'( )

x

x

e x
f x

x e





, pentru orice x [0,+ ∞).

b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către +∞ la graficul funcţiei f .

c) Să se arate că 11 ( )
1

ef x
e


  


, oricare ar fi x≥0.

P34. Se consideră funcţia f:R→R definită prin f(x) = (x2 + 2x + 3)ex .
a) Să se calculeze f ′(x), x R.

b) Să se determine
0

( ) (0)lim
x

f x f
x

 .

c) Să se demonstreze că funcţia f ' este crescătoare pe R.

P35. Se consideră funcţia f :(0,+∞)→R definită prin
1( )
1

xf x
x





.

a) Să se verifice că
 2

1'( )
1

f x
x x

 


, pentru orice x > 0 .

b) Să se determine ecuaţia asimptotei către +∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se demonstreze că pentru orice x (0,2] este adevărată inegalitatea '( ) ( )x f x f x  .

P36. Se consideră funcţia f:R→R definită prin f(x)=(x2-3x- 3)ex.
a) Să se calculeze f '(x), x R.
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b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale spre -∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se arate că tangenta la graficul funcţiei f, dusă în punctul de coordonate (x0, f(x0)), unde x0 = -2 ,
este paralelă cu axa Ox .

P37. Se consideră funcţia f:[1,+∞)→R definită prin ln( )
ln

x xf x
x x





.

a) Să se verifice că 2(1) ( )
1

ef f e
e

 


.

b) Să se arate că  
 2

2 ln 1
'( )

ln
x

f x
x x





, oricare ar fi x [1,+ ∞).

c) Să se determine ecuaţia asimptotei către +∞ la graficul funcţiei g:[1,+ ∞)→R definită prin
 

  2

'
( )

1

f x
g x

f x



.

P38. Se consideră funcţia f :R→R,
2

2

1( )
1

xf x
x





.

a) Să se calculeze f '(x), x R.
b) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f .

c) Ştiind că g :R* →R este funcţia definită prin   1( )g x f x f
x

    
 

, să se determine

       2 3 2008 2010

20090

...
lim
x

g x g x g x g x x
x

    
.

P39. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, f(x) = lnx-x +1.
a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).
b) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f .

c) Să se rezolve în (0,+∞) ecuaţia  2008
2008

1 0f x f
x

   
 

.

P40. Se consideră funcţia f:(0,+ )→R,   2
2

1f x x
x

  .

a) Să se calculeze f '(x), pentru x (0,+ ).
b) Să se determine ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 1.

c) Să se calculeze '( )lim
x

f x
x

.

P41. Fie funcţia f:(1,+∞)→R, 2 1( )
1

xf x
x





.

a) Să se calculeze f '(x), x (1,∞).

b) Să se verifice că
2

( ) (2)lim 1
2x

f x f
x


 


.

c) Să se arate că funcţia f este descrescătoare pe intervalul (1,+∞).

P42. Se consideră funcţia f:R→R, f(x) = x2008 + 2008x .
a) Să se determine f '(x), x R.
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b) Să se demonstreze că funcţia f este convexă pe R.

c) Să se calculeze    
0

' ' 0
lim
x

f x f
x


.

P43. Se consideră funcţia f:R→R,
2

2

1( )
1

x xf x
x x
 


 

.

a) Să se determine ecuaţia asimptotei către -∞ la graficul funcţiei f .

b) Să se arate că    
 

2

22

2 1
'

1

x
f x

x x




 
, pentru orice x R.

c) Să se demonstreze că oricare ar fi x R avem    22 4
3

f x f x   .

P44. Se consideră funcţia f:R→R, f(x) = x2 + ex.
a) Să se verifice că f '(0) = 1.
b) Să se arate că funcţia f este convexă pe R.

c) Să se calculeze  '
lim xx

f x
e

.

P45. Se consideră funcţiile f, g:R→R, f(x) = (x-1)ex şi g(x) = xex .
a) Să se verifice că f '(x) = g(x) pentru orice x R.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei spre - la graficul funcţiei g .
c) Dacă I R este un interval, să se demonstreze că funcţia g este crescătoare pe I dacă şi numai dacă
funcţia f este convexă pe I.

P46. Se consideră funcţia f :R\{1}→R dată prin  
2 3

1
xf x
x





.

a) Să se arate că  
 

2

2
2 3'
1

x xf x
x
 




, pentru orice x ≠ 1.

b) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f.
c) Să se demonstreze că pentru orice a<1 şi b>1 are loc inegalitatea     8f a f b   .

P47. Se consideră funcţiaf:[1,+∞)→R , f(x) = x – 2lnx
a) Să se calculeze f '(x), x [1,∞).
b) Să se arate că funcţia f este descrescătoare pe [1,2].
c) Folosind faptul că 1 ≤ x ≤ x2 ≤ 2 , oricare ar fi 1, 2x     , să se demonstreze inegalitatea x2-x ≤2lnx,

pentru orice 1, 2x     .

P48. Se consideră funcţia f:(0, +∞)→R,    
1

1
f x

x x



.

a) Să se arate că   1 1 , 0
1

f x x
x x

   


.

b) Să se arate că  
 2 2

1 1'
1

f x
xx

 


, pentru orice x > 0 .
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c) Să se calculeze   1lim
x

x f x f
x

        
.

P49. Se consideră funcţia f:(0,+ ∞)→R, f(x) = (x-2)lnx.
a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).

b) Să se determine
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x




.

c) Să se arate că funcţia f ′ este crescătoare pe (0,+∞).

P50. Se consideră funcţia f:R→R,   1 , 0
, 0x

x x
f x

e x

   


.

a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în punctul x0 = 0.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei către -∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se demonstreze că funcţia f este concavă pe intervalul (0,+∞).

P51. Se consideră funcţia f:R→R,
2 3, 1

( ) .
ln , 1

x x
f x

x x
 

  
a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în punctul x0 = 1.

b) Să se calculeze ( )lim .
x

f x
x

c) Să se determine
     2 2008

2008

...
lim

x x x

x

f e f e f e

x

  
.

P52. Se consideră funcţia f:R→R,  
6, 4

, 4

ax x
f x

x x

  


, unde a este parametru real.

a) Să se determine valoarea reală a lui a, astfel încât funcţia f să fie continuă în punctul x0 = 4
b) Să se calculeze f ′(9).
c) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul A(9,3).

P53. a) Să se calculeze
2

21

3 2 1lim .
3 4 1x

x x
x x

 
 

b) Să se determine intervalele de convexitate şi de concavitate ale funcţiei f:R→R,
f(x) = x4-6x2+18x + 12.
c) Să se determine semnul funcţiei g :(0,+∞)→R, g(x) = (x2-1)lnx

P54. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, f(x) = xlnx.
a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).
b) Să se arate că funcţia f este convexă pe (0,∞).
c) Să se calculeze

0
0

lim ( )
x
x

f x



.

P55. Se consideră funcţia f:R→R,
3 1, 1

( )
2, 1

x x
f x

ax x
  

 
 

.

a) Să se determine valoarea parametrului real a astfel încât funcţia f să fie continuă în punctul x0 = 1.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către -∞ la graficul funcţiei f .
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c) Să se calculeze    lim 1
x

f x x


 

P56. Se consideră funcţia f: R→R,, f(x) = ex- x-1.
a) Să se calculeze f '(x), x R.

b) Să se calculeze
 
'( )lim
"x

f x
f x

.

c) Utilizând faptul că 1xe x  , oricare ar fi x R să se demonstreze inegalitatea
 1 3

1 2

n n ne e
e

  



pentru orice n N*.

P57. Se consideră funcţia f: M → M, f(x) = ex- ex -1.
a) Să se calculeze f ′(x), x R.
b) Să se arate că funcţia f este convexă pe R.
c) Să se determine coordonatele punctului de intersecţie dintre tangenta la graficul funcţiei f în punctul
O(0,0) şi dreapta de ecuaţie x = 1.

P58. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R ,f(x) = x-lnx.
a) Să se calculeze f ′(x), x (0,+∞).
b) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f .
c) Să se demonstreze că 1 lnx x  , oricare ar fi x (0,+∞).

P59. Se consideră funcţia f :R\{1}→R, 1( )
1

xf x
x





.

a) Să se calculeze f ′(x), x R\{1}.

b) Să se calculeze
1

( ) ( 1)lim
1x

f x f
x

 


.

c) Să se determine asimptota orizontală către +∞ la graficul funcţiei f .

P60. a) Să se studieze continuitatea funcţiei f:R→R,
1, 1

( )
2 1, 1

x x
f x

x x
  

   
, în punctul x0 = 1.

b) Să se calculeze derivata funcţiei f:R→R., f(x) = 2x3 -15x2+24x-1.

c) Să se determine numărul real pozitiv a astfel încât
2 2

lim 32
x a

x a
x a





.

P61. Se consideră funcţia f:R→R, f(x) = 2x -xln2 .
a) Să se calculeze f ′ (x), x R.

b) Să se calculeze
3

( ) (3)lim
3x

f x f
x




.

c) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f .

P62. Se consideră funcţia f :R\{3}→R, 1( )
3

xf x
x





.

a) Să se calculeze f ′(x), x R\{3}.

b) Să se calculeze
4

( ) (4)lim
4x

f x f
x




.

c) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către +∞ la graficul funcţiei f .
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P63. Se consideră funcţia f:[1,+∞)→R, 1( ) x xf x e
x


  .

a) Să se calculeze f ′(x), x [1,+∞).
b) Să se studieze monotonia funcţiei f pe [1,+∞).
c) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul A(1,e).

P64. Se consideră funcţiile f,h:[0,+∞)→R,
2

( )
1

xf x
x




şi h(x) = f 2(x).

a) Să se verifice că  
 22

2'
1

xh x
x




, oricare ar fi x ≥ 0.

b) Să se determine ecuaţia asimptotei către +∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se demonstreze că funcţia h este crescătoare pe intervalul [0,∞).

P65. Se consideră funcţia f :R→R , 2

2( )
1

xf x
x




.

a) Să se calculeze f ′(x), x R.
b) Să se determine numărul punctelor de extrem ale funcţiei f .
c) Să se demonstreze că f(x) + f(x3) ≥ -2, pentru orice x R.

P66. Se consideră funcţia f :R→R,

2 3 , 0
2( )
3 , 0
2

x x
xf x

x x

   
  


.

a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în punctul x0 = 0.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către +∞ la graficul funcţiei f .

c) Să se arate că   3 , 2
2

f x    
, oricare ar fi x [0,∞).

P67. Se consideră funcţiile f, g :R→R, f(x) = x3-3x2 + 4 şi g(x) = x3-5x2 + 8x-4 .
a) Să se calculeze f ′(x)-g ′(x), x R.

b) Să se calculeze
 2

( )lim
x

f x
g x

.

c) Să se demonstreze că f(x) ≥ 0, oricare ar fi x (0,+∞).

P68. Se consideră funcţia f:R→R, f(x) = x3 + 3x.
a) Să se calculeze f ′ (x), x R.
b) Să se arate că funcţia f este crescătoare pe R.

c) Să se calculeze 3

( )lim
x

f x
x

.

P69. Se consideră funcţia f:(0,+ )→R,
2

( ) ln
2
xf x x  .

a) Să se calculeze f '(x), x (0, ).

b) Să se calculeze
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x




.

c) Să se determine intervalele de convexitate şi de concavitate ale funcţiei f .
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P70. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, ( )f x x x  .
a) Să se calculeze f ′(x), x (0,+∞).
b) Să se arate că funcţia f este crescătoare pe  (0,+∞).
c) Să se determine coordonatele punctului, care aparţine graficului funcţiei f, în care tangenta la graphic

are panta egală cu 3
2

.

P71. Pentru orice n N se consideră funcţiile fn:(0,∞)→R , f0(x) = lnx şi    '
1n nf x f x .

a) Să se determine funcţia f1.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei către +∞ la graficul funcţiei f2 .

c) Să se arate că 0
1

1( ) 1
( )

f x
f x

  , oricare ar fi x (0, +∞).

P72. Se consideră funcţia f:R*→R, 3 3( )f x x
x

  .

a) Să se calculeze f '(x), x R*.

b) Să se calculeze
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x




.

c) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f .

P73. Se consideră funcţia f:R→R,

2

2

2

3 , 1
1( )

2 , 1
2

x x
xf x
x a x

x

 
  

 
 

, unde a R.

a) Să se determine numărul real a astfel încât funcţia f să fie continuă în punctul x0 = 1.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către -∞ la graficului funcţiei f .
c) Să se determine numărul real a astfel încât panta tangentei la grafic în punctul x0=2 să fie egală cu 1.

P74. Se consideră funcţiile f,g:R\{1,2} →R, f(x) = (x-1)(x-2) şi  '
( )

( )
f x

h x
f x

 .

a) Să se demonstreze că   1 1
1 2

h x
x x

 
 

.

b) Să se rezolve ecuaţia  
 2

1 1'
12

h x
xx


 


, unde x R\{1,2}.

c) Să se demonstreze că  
 

 
 

 
 

" ' '
'

f x h x f x
f x h x f x

  , oricare ar fi 3\ 1, , 2
2

x    
 

R .

P75. Se consideră funcţia f:R→R,   2

1 , 0
1

2 1, 0

x
f x x

x x

  
  

.

a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în punctul x0 = 0.
b) Să se demonstreze că funcţia f este crescătoare pe intervalul (-∞,0).

c) Să se determine ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul 11,
2

A  
 

.

P76. Se consideră funcţia f :R→R ,   1
x

xf x
e


 .
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a) Să se verifice că  ' x

xf x
e

  pentru orice x R .

b) Să se determine asimptota către +∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se arate că f(x) ≤ 1 pentru orice x R.

P77. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, f(x) = (x-3)lnx.
a) Să se calculeze f ′(x), x (0,∞).

b) Să se calculeze
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x




.

c) Să se demonstreze că funcţia f este convexă pe (0,+∞).

P78. Se consideră funcţia f :R→R,  
2

2 1
xf x

x



.

a) Să se verifice că  
 22

2' 0
1

xf x
x

 


pentru orice x R .

b) Să se determine ecuaţia asimptotei către +∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se arate că    3 32007 2008f f .

P79. Se consideră funcţia f: R → R, f(x) = 2x + 3x.
a) Să se calculeze f ′(x), x R.
b) Să se determine asimptota spre -∞ a funcţiei f .
c) Să se arate că funcţia f este convexă pe R.

P80. Se consideră funcţia f:R\{1}→R,   11
1

f x x
x

  


a) Să se verifice că  
 

2

2
2'
1

x xf x
x





pentru orice x R\{1}.

b) Să se determine ecuaţia asimptotei oblice către +∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se demonstreze că pentru orice x R\{1} avem f(ex +1) ≥ 4.

P81. Se consideră funcţia f: (0,+∞)→R,   32 3f x x x  .

a) Să se verifice că  
3 2

1 1'f x
x x

  , pentru orice x > 0 .

b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 1.
c) Să se arate că f(x) ≥ -1, pentru orice x > 0 .

P82. Se consideră funcţia f:(0,∞)→R ,    3f x x x  .

a) Să se verifice că   3 3'
2
xf x

x


 pentru orice x > 0 .

b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 1.

c) Să se demonstreze că 2 3x
x

  pentru orice x > 0 .

P83. Se consideră funcţia f:R→R,   13
2

x
xf x     

 
.



Analiza matematică clasa a XI-a Virgil-Mihail Zaharia

22

a) Să se calculeze f ′(x), unde x R.

b) Să se calculeze
0

( ) (0)lim
x

f x f
x

 .

c) Să se demonstreze că funcţia f este crescătoare pe R

P84. Se consideră funcţia f:R→R,  
2 1

x

x xf x
e
 

 .

a) Să se verifice că  
2 3 2' x

x xf x
e

  
 , pentru orice x R.

b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale spre 4<>° la graficul funcţiei f .

c) Să se arate că   1f x
e

 pentru orice 2x  .

P85. Se consideră funcţia f :(0,+∞)→R ,
2 1( ) xf x
x




a) Să se verifice că  
2

2

1' xf x
x


 , pentru orice x > 0 .

b) Să se determine ecuaţia asimptotei către +∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se arate că funcţia f este convexă pe (0,+∞).

P86. Se consideră funcţia f :(0,+∞)→R,   ln xf x
x

 .

a) Să se verifice că   2

1 ln' xf x
x


 pentru orice x > 0 .

b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 =e .

c) Să se arate că ln ln xx
e

 pentru orice x > 0 .

P87. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, f(x) = xlnx-x.
a) Să se verifice că f ′(x) = lnx pentru orice x > 0 .
b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 1.
c) Să se demonstreze că funcţia f este convexă pe (0,+∞).

P88. Se consideră funcţia f: R →R, f(x) = x3-3x + 1.
a) Să se calculeze f ′(1) .
b) Să se determine intervalele de convexitate şi de concavitate ale funcţiei f .
c) Să se arate că f(x)≤3, pentru orice x ≤ 2 .

P89. Fie funcţia f: R →R, f(x)= 2x3 -3x2 +1.
a) Să se calculeze f ′(1) .
b) Să se determine intervalele de concavitate şi de convexitate ale funcţiei f .

c) Să se arate că f(x) ≥ 0, pentru orice 1
2

x   .

P90. Fie funcţia f:(0,+∞)→R,   2 lnf x x x  .



Analiza matematică clasa a XI-a Virgil-Mihail Zaharia

23

a) Să se verifice că   1' xf x
x


 , pentru orice x >0 .

b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 1.
c) Să se arate că 2 2 lnx x  , pentru orice x > 0 .

P91. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, f(x) = x2 -x-lnx.
a) Să se calculeze f ′(x), x (0,∞).
b) Să se arate că funcţia f este convexă pe (0,+∞).
c) Să se arate că f(x) ≥ 0, oricare ar fi x > 0 .

P92. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R,  
xef x

x
 .

a) Să se verifice că    
2

1
'

xe x
f x

x


 pentru orice x > 0 .

b) Să se determine asimptota verticală la graficul funcţiei f .
c) Să se demonstreze că ex ≥ ex pentru orice x > 0 .

P93. Se consideră funcţia f: R →R, f(x) = (x +1)ex -1.

a) Să se verifice dacă f ′(x) = (x +1) ex pentru orice x R.
b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 0.
c) Să se arate că x f(x) ≥ 0 pentru orice x R .

P94. Se consideră funcţia f: R → R, f(x) = x ex .

a) Să se verifice dacă f′(x) = (x +1) ex pentru orice x R.
b) Să se determine intervalele de convexitate şi de concavitate ale funcţiei f .
c) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către -∞ la graficul funcţiei f.

P95. Se consideră funcţia f:(1,+∞)→R,

a) Să se verifice dacă pentru orice x > 1.

b) Să se determine ecuaţia asimptotei oblice către +∞ la graficul funcţiei f
c) Să se arate că

P96. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R definită prin

a) Să se verifice dacă   2

1 ln' xf x
x


 pentru orice x > 0 .

b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către +∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se arate că f(2007) > f(2008).

P97. Se consideră funcţia f:R→R,  
2

2

1
1

x xf x
x x
 


 

.
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a) Să se verifice dacă  
 

2

22

2 2'
1

xf x
x x




 
‚ pentru orice x R.

b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către +°° la graficul funcţiei f .
c) Să se arate că    3 32007 2008f f .

P98. Se consideră funcţia f:(1,+∞)→R ,

a) Să se verifice dacă , pentru orice x > 1.

b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 2 .
c) Să se demonstreze că f(x)≥ e2 , pentru orice x > 1.

P99. Se consideră funcţia f: (0,+∞)→R ,

a) Să se verifice dacă , pentru orice x > 0 .

b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 1.

c) Să se arate că , pentru orice x > 0.

P100. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R,

a) Să se verifice dacă , pentru orice x > 0 .

b) Să se determine ecuaţia asimptotei oblice către +∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se arate că funcţia f este convexă pe (0,+∞).
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Probleme propuse bacalaureat 2007

P.001 Se consideră funcţiile f,g:(0,+ )R,   ln
1

xf x
x




şi g(x) = f '(x).

a) Să se determine g(x), x > 0.
b) Să se arate că funcţia g este strict descrescătoare pe (0,+ ).
c) Să se arate că g(x) > 0,  x > 0.
d) Utilizând teorema lui Lagrange, să se arate că  n N* există cn (n,n +1) astfel încât

g(cn)=f(n+1)– f(n).
e) Să se arate că g(n + 1)< f(n + 1)- f(n)< g(n),  n N*.

f) Utilizând metoda inducţiei matematice, să se arate că
 

1 1 1... ,
1 2 2 3 1 1

n n
n n n

     
   

N .

g) Folosind eventual punctele e) şi f), să se arate că
 

*2 2ln ,
2 2 2

n n
n n


 

 
N .

P.002 Se consideră funcţiile f, g :R R, f(x) = x2, g(x) = ln(l + x2).
a) Să se calculeze f '(x), g'(x), x R.
b) Să se arate că f şi g au acelaşi punct de extrem local.

c) Să se calculeze  
 0

lim
x

g x
f x

d) Să se arate că pentru orice număr real x este adevărată inegalitatea f(x)g(x).

P.003 Se consideră funcţia f :RR , f x2x 1.
a) Să se calculeze f x, xR.

b) Să se calculeze
   

0

0
lim
x

f x f
x


.

c) Să se arate că funcţia f este strict crescătoare pe R .

d) Să se calculeze
2

2

25 3lim
2 3x

x
x




.

P.004 Se consideră funcţiile f, g : [0;1] R, f(x) = x arctg x şi g(x) = ln(1 + x2).
a) Să se demonstreze că 0 f(x)1 şi 0g(x)1,  x [0;1].
b) Să se determine f '(x) şi g'(x),  x [0;1].
c) Să se demonstreze că funcţia f – g este convexă pe [0;1].
d) Să se arate că f(x)g(x),  x [0;1].
e) Să se arate că    f x g x ,  x [0;1].

P.005 Se consideră funcţiile fn:RR, n N* astfel încât f1(x)=-4x3+3x şi fn=fn-1°f1,  n N*, n2.

a) Folosind egalitatea sin3x =3sin x-4sin3 x,  x R, să se arate că f1(sin x)=sin 3x,  x R.

b) Să se calculeze f2(sin x ), x R .

c) Utilizând metoda inducţiei matematice, să se demonstreze că fn (sin x) = sin(3n x),  n N*,  x R.

d) Să se calculeze   *

0

sin
lim ,k

k x

f x
l k

x
 N .
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e) Să se calculeze 1 2
1

...lim
3

n
nn

l l l


   , unde lk  *kN este limita calculată la subpunctul d).

P.006 Se consideră funcţia f:RR   212 xf x  .

a) Să se calculeze f’(x), x R.

b) Să se arate că, dacă x [1,2], atunci   1 11 0
2

x
x

    
 

.

c) Utilizând eventual inegalitatea de la punctul b), să se arate că, dacă x [1, 2], atunci 1 3
2 2
x

x
  .

d) Să se verifice că
 

 1 3 , [0,1]
2 2

f x
x

f x
    .

P.007 Se consideră funcţiile f : ( 0 , ) R, f(x)=x -1 - x l n x şi g : ( 0 , ) R,    ln 1 2x
g x

x


 .

a) Să se calculeze f '(x), x (0, ).

b) Să se arate că f(x)0 oricare ar fi x (0, )
c) Să se calculeze  

0
0

lim
x
x

g x



.

e) Să se calculeze g'(x), x (0, ).

f) Folosind eventual punctul b) şi notaţia 1+2x = t, să se arate că funcţia g este descrescătoare pe

(1, ).

g) Să se arate că    3 2
1 2 2 1 2 3   .

P.008 Se consideră funcţia  
2 2007 1: {2007} ,

2007
x xf f x

x
 

  


R R .

a) Să se calculeze   1 , {2007}
2007

f x x x
x

   


R .

b) Să se calculeze  ' , {2007}f x x R .

c) Să se arate că f este crescătoare pe intervalul (- ,2007).
d) Să se arate că f este convexă pe intervalul (- ,2007) şi concavă pe intervalul (2007, ).
e) Să se determine ecuaţia asimptotei oblice spre + la graficul funcţiei f.

P.009 Se consideră funcţia f :RR, f(x)=arctg(x+2) – arctgx.
a) Să se calculeze f’(x), x R.

b) Să se calculeze    
0

0
lim
x

f x f
x


.

c) Să se arate că funcţia f este strict crescătoare pe intervalul (- ,-1] şi strict descrescătoare pe
intervalul [-1, ).
d) Să se calculeze  lim

x
f x


.

e) Să se arate că  0 ,
2

f x x
   R .
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P.010 Se consideră funcţiile f :RR   21
xf x
x




, : ,
2 2

g     
 

R , g(x) = arctg x.

a) Să se calculeze f(0) şi g(0).
b) Să se determine g’(x) – f (x), pentru x R.
c) Să se calculeze    lim

x
f x g x


 .

d) Să se arate că g este strict crescătoare pe R.

e) Să se arate că  1 1
2 2

f x   , pentru orice x R.

d) Să se arate că 2 arctg
1

x x
x



, pentru orice x (0,+ ).

P.011 Se consideră funcţia   2: [0, ) ,
1

xf f x
x

  


R şi se defineşte şirul   1n n
a


prin a1=2 şi

 1 , *n na f a n  N .
a) Să se determine f’(x), x (0, ).
b) Să se arate că funcţia / este strict crescătoare pe (0, ).
c) Să se arate că ( ) , [0, )f x x x    .
d) Să se calculeze primii patru termeni ai şirului (an)n  1.
e) Să se arate că şirul (an) n  1 este descrescător.

f) Să se demonstreze, utilizând metoda inducţiei matematice, că *2 ,
2 1

n

n na n  


N , iar apoi să

calculeze lim nn
a


.

P.012 Se consideră funcţia f :RR,    3 32f x x x   .

a) Să se calculeze f’(x), x R.
b) Să se arate că funcţia f este convexă pe R.

c) Să se arate că funcţia f este strict descrescătoare pe intervalul (- ,-1] şi strict crescătoare pe

intervalul [-1, ).
d) Să se arate că  2 ,f x x  R .

e) Să se calculeze  
 

lim
x

f x
f x


.

P.013 Se consideră funcţia f :RR, f(x)=x3 – 3x.
a) Să se calculeze f’(x), f”(x), x R.

b) Să se calculeze
 

0
lim
x

f x
x

.

c) Să se stabilească intervalele de monotonie ale funcţiei f .
d) Să se determine numărul punctelor de extrem local ale funcţiei f .
e) Să se arate că  2 2, [0,2]f x x     .

f) Să se calculeze  
22007

3lim
1

n

n

f n
n

 
  

.
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P.014 Se consideră funcţia f :RR,   1

1
x

ef x
e 


 şi se defineşte şirul (an )n  1 prin

     1 2 ...na f f f n    ....

a) Să se arate că   1

1 1 ,x xf x x
e e    R .

b) Să se determine ecuaţia asimptotei spre + la graficul funcţiei f.
c) Să se arate că f '(x) = -f(x),  x R.

d) Să se arate că 1 11 , , 1n na n n
e e
      
 

N .

e) Să se calculeze lim nn
a


.

f) Utilizând eventual rezultatul de la punctul c), să se calculeze  
1

lim
n

nn
a f x dx



 
 

 
 .

P.015 Se consideră funcţia     3

1: 0, ,f f x
x

  R şi se definesc şirurile   *n n
a

N
şi   *n n

b
N

,

     1 2 ...na f f f n    , *
2

1 ,
2n nb a n

n
   N .

a) Să se arate că funcţia f este strict descrescătoare pe intervalul (0, ).
b) Să se arate că şirul   *n n

a
N

este strict crescător.

c) Să se determine ecuaţia asimptotei spre + la graficul funcţiei f.

d) Să se arate că
   3 22

1 1 1 , 0
21 2 1

k
kk k

   
 

.

e) Să se arate că şirul   *n n
b

N
este strict descrescător.

f) Să se arate că *1 1,22,na n   N .

P.016 Se consideră funcţiile f,g :RR, f(x) = arctgx şi g(x) = f(x) - ln(1+x2) şi se defineşte şirul
  1n n
a


,      1 2 ... , 1na f f f n n      .

a) Să se calculeze f’(x), x R
b) Să se calculeze g’(x), x R
c) Să se arate că f nu are puncte de extrem local, iar g are un singur punct de extrem local.
d) Să se arate că şirul   1n n

a


este strict crescător.

e) Să se calculeze  lim
x

f x


.

P.017 Se consideră funcţia f :R*R,  
3 2

2

3 4x xf x
x

 
 .

a) Să se calculeze    ' , ( ,0) 0,f x x    .
b) Să se determine punctul de extrem local al funcţiei f .
c) Să se determine ecuaţia asimptotei verticale la graficul funcţiei f .
d) Să se arate că funcţia f este convexă pe fiecare dintre intervalele  ( ,0)

şi 0,
  .

e) Să se determine numărul soluţiilor reale ale ecuaţiei f(x) = 3 .
f) Să se calculeze   lim

x
f x x


 .
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P.018 Se consideră funcţia f :RR, f(x)=3x+3-x.
a) Să se verifice că    ,f x f x x   R .
b) Să se calculeze f’(x), x R.
c) Să se arate că funcţia f este strict descrescătoare pe intervalul ( ,0] şi strict crescătoare pe

intervalul [0, ) .
d) Să se arate că   2,f x x  R .
e) Să se arate că funcţia f este convexă pe R.
f) Să se rezolve în mulţimea (0, ) ecuaţia        27 5 2007f x f x f x f x   .

P.019 Se consideră funcţiile : 0,
2

f    
R , f(x) = tgx + sin x - 2x şi : 0,

2
g    

R ,

g(x) = cosx + ln(cosx) + x2.
a) Să se calculeze f(0) şi f '(0).

b) Să se arate că  2, , 0,a b a b
b a
     .

c) Să se arate că 2cos cos , 0,
2

x x x      
.

d) Să se arate că funcţia f este crescătoare pe intervalul 0,
2
 
 

.

e) Să se arate că   0, 0,
2

f x x      
.

f) Să se arate că f(x) + g '(x) = 0, 0,
2

x     
.

g) Să se arate că funcţia g este descrescătoare pe intervalul 0,
2
 
 

.

P.020 Se consideră funcţiile f, g:(0, )R, f(x) = x lnx şi g(x) =1+lnx
a) Să se calculeze f '(x) şi g'(x), x (0, )
b) Să se determine punctul de extrem local al funcţiei f.
c) Să se arate că f este convexă pe (0, ) şi g este concavă pe (0, ).
d) Să se arate că 1+e - x - l n x > 0,  x (0, ).
e) Să se arate că graficul funcţiei f nu are asimptote.
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Probleme diverse

P.1. Se consideră funcţia f:R\{1} R,
2

( )
1

x mx nf x
x
 




(m,n parametri reali).

a) Să se determine m şi n astfel încât funcţia f să admită un extrem egal cu 1 în punctul x=0.
b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei de la b) în punctul de abscisă 3.

P.2. Se consideră funcţia f:R-{-1,3}R,
2

2( )
( 3)
x axf x
x





.

a) Să se determine a R pentru care tangenta la graficul funcţiei în punctul de abscisă 1 este
paralelă cu axa Ox.

P.3. Fie funcţia f:R-{-c}R,
2

( ) x ax bf x
x c
 




a) Să se determine a,b,c astfel încât graficul funcţiei să aibă asimptote dreptele de ecuaţii: x=1 şi
y=x+2, iar P(2,6) să fie un punct al graficului.

b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei de la punctul b) în punctul de abscisă -1.
P.4. Fie funcţia f:R R, f(x)=(x2+ax+1)ex, (a R).

a) Să se determine parametrul a pentru care funcţia este crescătoare pe R.
b) Pentru a=0 determinaţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei în punctul de intersecţie cu axa Oy.
c) Să se demonstreze că g:R (0,+ ), g(x)=(x2+1)ex este bijectivă, cu inversa derivabilă în punctul

1 şi să se calculeze derivata inversei în punctul 1.
P.5. Se consideră expresia f(x)= 2 4 3x x  .

a) Să se determine domeniul funcţiei f definită prin legea f(x).
b) Să se stabilească domeniul de derivabilitate şi să se calculeze derivata funcţiei f. Precizaţi

monotonia şi punctele de extrem ale funcţiei f.
c) Stabiliţi intervalele de convexitate (concavitate) ale funcţiei.

P.6. Se consideră funcţia f:R R, f(x)=e-x(x2+x-5).
a) Calculaţi limitele funcţiei spre – şi + .
b) Să se stabilească domeniul de derivabilitate şi să se calculeze derivata funcţiei f.
c) Precizaţi monotonia şi punctele de extrem ale funcţiei f. Alcătuiţi tabelul de variaţie al funcţiei.

P.7. Se consideră funcţia f:(-1,1) R, f(x)=ln(1-x2).
a) Să se calculeze limitele la capetele domeniului de definiţie.
b) Să se stabilească domeniul de derivabilitate  şi să se calculeze derivata funcţiei f. Precizaţi

monotonia şi punctele de extrem ale funcţiei f.
c) Să se stabilească intervalele de convexitate (concavitate).

P.8. Se consideră funcţia f: R R, f(x)=3-2x-2 3-x.
a) Să se calculeze limitele funcţiei spre + şi – .
b) Să se stabilească domeniul de derivabilitate şi să se calculeze derivata funcţiei f. Precizaţi

monotonia şi punctele de extrem ale funcţiei f.
c) Să se determine punctele de inflexiune ale funcţiei f.

P.9. Se consideră funcţia f:R R, 1 2( ) 7 2 ln 25 5 5x xf x x      .
a) Să se stabilească domeniul de derivabilitate al funcţiei şi să se calculeze derivata funcţiei f.

Precizaţi monotonia şi punctele de extrem ale funcţiei f.
b) Determinaţi numărul punctelor de inflexiune.
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P.10.Se consideră funcţia f:DR, (D este domeniul maxim de definiţie),
21( ) ln 1 , , 0

1
a xf x arctg x a R a

ax a


    


.

a) Să se determine a astfel încât    2lim '
x

x
a x f x e


    .

b) Pentru a=-2 să se determine domeniul de derivabilitate al funcţiei obţinute. Să se stabilească
intervalele de monotonie ale funcţiei obţinute.
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Soluţii probleme bacalaureat 2008

P1. Se consideră funcţia f:R\{-1}→R,
2

( )
1

xf x
x




.

a) Să se calculeze derivata funcţiei f .
b) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f .
c) Să se demonstreze că f(x) ≤ -4 pentru orice x<-1.

R. a) Funcţia este derivabilă pe domeniul de definiţie deoarece este o funcţie raţională. Folosind
formula de derivare a unui cât de funcţii derivabile (0.14) , pentru orice x -1 avem

     
 

 
 

   

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

' 1 1 ' 2 1 1
'( )

1 1

2 2 2 .
1 1

x x x x x x x
f x

x x

x x x x x
x x

       
  

 

  
 

 
b) Monotonia funcţiei f este dată de semnul derivatei f '. Cum numitorul (x + 1)2

este pozitiv pentru orice x din domeniu, semnul lui f '(x) este dat de semnul funcţiei
de gradul doi x2 + 2x.
Rezolvăm ecuaţia x2 + 2x = 0 , x(x + 2) = 0 şi găsim rădăcinile x1 = -2 şi x2 = 0. Tabelul de semn al
derivatei:

x - -2 -1 0 +
x2+2x +   +    +   +  + + +0 - - - - - - 0    +  + +    +    +   +
(x+1)2 +   +    +   +  +    +   0   +   +    +   +    +    +   +    +    +   +    +   +
f '(x) +     +    +     +    +   0 - - / - - - 0  +    +   +    +   +    +

- pe intervalul (-4;-2), avem x2+2x > 0, deci f '(x) > 0. Rezultă că f este strict crescătoare pe   (-4;-2].
(conform (0.21))
- pe intervalul (-2;-1), avem x2 + 2x < 0, deci f '(x)< 0. Rezultă că f este strict descrescătoare pe [-2;-1).
(conform (0.22))
- pe intervalul (-1;0), avem x2 + 2x < 0, deci f '(x) < 0. Rezultă că f este strict descrescătoare pe (-1; 0].
(conform (0.22))
- pe intervalul (0;+4), avem x2 + 2x > 0, deci f '(x) > 0. Rezultă că f este strict crescătoare pe [0;+4).
(conform (0.21))
c) Conform punctului b), f în intervalul (-4;-1) are un maxim punctul x =-2. Deci f(x) f(-2)=-4, pentru
orice x<-1. (conform (0.20)).

P2. Se consideră funcţia f: R →R, f(x) = e x - e –x.

a) Să se calculeze
0

( ) (0)lim
x

f x f
x

 .

b) Să se arate că funcţia f este crescătoare pe R.
c) Să se calculeze S = g(0) + g(1) +... + g(2008), unde g: R → R, g(x)=f '(x)-f ''(x) şi f ''
reprezintă derivata a doua a funcţiei f .

R. a) Punctul x0=0 este punct de acumulare pentru R şi conform (0.6) limita este

 
0

( ) (0)lim ' 0
x

f x f f
x


 . Calculăm '( ) x xf x e e  , unde      ' ' 1x x x xe e x e e           după

formula de derivare   ' 'u ue e u 
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şi   0 0' 0 1 1 2f e e     , deci
0

( ) (0)lim 2
x

f x f
x


 .

b) În '( ) x xf x e e  avem ex şi e-x sunt strict pozitive x R , atunci şi suma lor f '(x)>0, x R şi
conform (0.21) funcţia este crescătoare pe domeniul de definiţie, R.
c) Deoarece f ''(x) = ex – e-x, avem g(x) = f '(x)-f ''(x) = 2e-x. Atunci suma S din enunţ este suma
primilor 2009 termeni ai unei progresii geometrice de prim termen g(0) = 2e-0 = 2  şi raţie e-1<1,

1
1
1

n

n
qS b
q

 
   

. Deci, S = g(0) + g(1) +... + g(2008)=
 

2009 2009

1 2008

1 2( 1)2
1 1

e e
e e e





 
 

 
.

P3. Se consideră funcţia f: (0,+∞)→R,
ln( ) xf x

x
 .

a) Să se calculeze derivata funcţiei f .
b) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f.
c) Să se demonstreze că 5 33 5 .

R. a) Folosind formula de derivare a unui cât, (0.14), avem:

 
   

 2

1 1 1 lnlnln ' ln ' 2 ln2 2'
2

xx xx x x x xx x x xf x
x x x xx

      
    .

b) Determinăm punctele critice (0.17): f '(x)=0 2-lnx=0 lnx=2 x=e2. x (0,+ ) x>0 şi x >0
Tabelul de semn:

x 0 e2 +
2-lnx +         +        +        0 - - - - -
2x x +         +        +         +   +     +        +       +       +
f '(x) + +         +       0 - - - - -

Pe intervalul (0,e2), f '(x) este pozitivă şi (0.21), atunci f este funcţie strict crescătoare pe acest interval.
Pe intervalul (e2,+ ), f '(x) este negativă şi (0.22), atunci f este funcţie strict descrescătoare pe acest
interval.
c) Din 2,71e   e2>2,72=7,29 şi atunci 0<3<5<e2, adică 3 ;5 (0,e2), interval pe care funcţia este

strict crescătoare (punctual b). Avem: ln 3 ln 53 5 (3) (5)
3 5

f f     

5 35 ln 3 3 ln 5 ln 3 ln 5    şi funcţia logaritm natural fiind strict crescătoare se păstrează
inegalitatea şi între argumente, adică 5 33 5 .

P4. Se consideră funcţia f:R→R, f(x) = x + e-x.
a) Să se calculeze f ′(x), x R.
b) Să se arate că f este descrescătoare pe (-∞,0] şi crescătoare pe [0,+∞).
c) Să se determine ecuaţia asimptotei oblice către +∞ la graficul funcţiei f .

R. a) Folosind regula de derivare a sumei (0.11) Obţinem f '(x)=1-e-x.
b) Pentru determinarea monotoniei folosim semnul derivatei întâi (0.21), (0.22).Pentru tabelul de
semna al derivatei determinăm punctele critice: f '(x)=01-e-x=0 e-x=1 x=0.

x - 0 +
f '(x) - - - - - - - - - - - - 0  +   +   +   +   +   +   +

Pe intervalul (- ,0], f '(x)<0 şi după (0.21)  f este funcţie descrescătoare pe (-∞,0];
Pe intervalul [0,+ ), f '(x)>0 şi după (0.22) f este funcţie crescătoare pe [0,+∞).
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c) Dacă 0)(
lim 


m

x
xf

x
şi Rnmnmxxf

x



,,])([lim dreapta y = mx + n este asimptotă

oblică a lui f spre +.

Calculăm
'

0

( ) '( ) 1lim lim lim 1
' 1 x

regula lui
xl Hospital

x x x e

f x f x em
x x 



   

        
şi

   lim ( ) lim lim 0x x

x x x
n f x mx x e x e 

  
       .

Ecuaţia asimptotei oblice: y=1 x+0  y=x (prima bisectoare).

P5. Se consideră funcţia f: R→R, f(x) = x2008 -2008(x-1)-1.
a) Să se calculeze f(0) + f ′(0).
b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 1.
c) Să se arate că f este convexă pe R.

R. a) Calculăm f '(x)=2008x2007-2008; f(0)=02008-2008(0-1)-1=2008-1=2007 şi f '(0)=2008 02007-
2008=-2008. Răspunsul f (0)+f '(0)=2007-2008=-1
b) Conform (1.9) ecuaţia tangentei la graficul funcţiei este y - f(x0) = f '(x0)(x – x0), unde x0=1,
f(x0)=f(1)=12008-2008(1-1)-1=1-2008 0-1=1-1=0 şi f '(1)=2008 12007-2008=2008 1-2008=0. Prin
înlocuire se obţine: y-0=0 (x-1) y=0, ecuaţia axei Ox.
c) Calculăm derivata a doua f ''(x)=(f '(x))'=  20072008x -2008 '=2008 2007x2006. Deoarece x20060,

 x R  f ''(x) 0 şi atunci  x R
(1.23)

 f este convexă pe R.

P6. Se consideră funcţia f: [0,+ )→R, 1( )
1 2

x xf x
x x


 

 
.

a) Să se calculeze lim ( )
x

f x


.

b) Să se verifice că
   2 2

1 1'( )
1 2

f x
x x

 
 

oricare ar fi x 0.

c) Să se demonstreze că 1 ( ) 2
2

f x  pentru orice x [0,+ ).

R. a) Utilizând (1.1) se obţine  
 1.31lim lim lim lim lim 1 1 2

1 2x x x x x

x x x xf x
x x x x    


      

 
b) Aplicăm regula de derivare a sumei (1.11) şi câtului (1.14) şi avem:

   
 

       
 

 
 

   
     

   

2 2

2 2 2 2

2 2

' 1 1 ' 1 ' 2 1 2 '
'( )

1 2

1 1 1 1 2 1 1 1 2 1
1 2 1 2

1 1
1 2

x x x x x x x x
f x

x x

x x x x x x x x
x x x x

x x

           
  

 

             
    

   

 
 

c) Pentru demonstrarea inegalităţii utilizăm monotonia funcţiei. Monotonia se stabileşte cu ajutorul
primei derivate conform (1.21). Se observă că f '(x)>0,  x [0,+ ] şi atunci funcţia este crescătoare pe
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domeniul de definiţie, adică 0  x<+  f(0) f(x)< lim ( )
x

f x


. Calculăm 0 0 1 1(0)
0 1 0 2 2

f 
  

 
şi din

punctul a) avem lim ( ) 2
x

f x


 . Înlocuind se obţine 1 ( ) 2
2

f x  .

P7. Se consideră funcţia f:R→R, f(x) = ex + x2 .

a) Să se calculeze
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x




.

b) Să se demonstreze că funcţia f nu are asimptotă către +∞.
c) Să se demonstreze că funcţia f este convexă pe R.

R. a) Din definiţia derivatei funcţiei (1.6), în punctul de acumulare x0=1 se obţine

1

( ) (1)lim '(1)
1x

f x f f
x





. Calculăm f '(x)=ex+2x şi f '(1)=e1+2 1=e+2. Se obţine

1

( ) (1)lim 2
1x

f x f e
x


 


.

b) Către + funcţia poate să aibă asimptotă orizontală sau oblică.
Verificăm asimptota orizontală (1.25):  2 2lim ( ) lim lim limx x

x x x x
f x e x e x

   
          nu

are asimptotă orizontală.

Verificăm asimptota oblică (1.26):
2( )lim lim lim lim

x x

x x x x

f x e x em x
x x x   

 
         

 
nu

are asimptota oblică.
c) Pentru determinarea convexităţii ne folosim de derivata de ordinul II.

          " ' ' 2 ' ' 2 ' 2x x xf x f x e x e x e       . Din ex>0,  x R, obţinem f ''(x)>0,  x R şi din
(1.23)  funcţia este convexă pe R.

P8. Se consideră funcţia f : (0,+∞)\{e}→R, 1 ln( )
1 ln

xf x
x





.

a) Să se calculeze 1(1)f f
e
   
 

.

b) Să se verifice că
 2

2'( )
1 ln

f x
x x




, x (0, ∞)\{e}.

c) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către +∞ la graficul funcţiei f .

R. a)  
11 ln1 1 ln1 1 0 1 ln 1 1 01 1 1 111 ln1 1 0 1 ln 1 1 21 ln

eef f
e e

e

                    
.

b) Conform (1.14) avem:

         
 

   

 2 2

1 10 1 ln 1 ln 01 ln ' 1 ln 1 ln 1 ln '
'

1 ln 1 ln

1 ln

x xx x x x x xf x
x x

x
x x

                        
 




1 ln x
x x

 

     2 2 2

2
2 .

1 ln 1 ln 1 ln
x

x x x x
 

  
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c) Folosind (1.27) calculăm    
 

'
1

1 ln '1 lnlim lim lim lim 111 ln 1 ln '

l Hospital

x x x x

xx xf x
x x

x
   

            
şi

obţinem asimptota orizontală, dreapta y=-1.

P9. Se consideră funcţia f: R→R definită prin f(x)= ex(ax2+bx + c), unde a,b,c R.
a) Să se calculeze lim ( )

x
f x


pentru a=1,b=c= 0 .

b) Să se verifice că f ' (0) - f(0) = b .
c) Să se determine a,b,c R, astfel încăt f(0) = 0, f '(0) = 1 şi f ''(0) = 4 .

R. a) Pentru a=1,b=c= 0, f(x)=exx2 şi  2lim ( ) lim x

x x
f x e x

 
      .

b) Calculăm:
           
   

2 2 2

2 2

' ' ' 2

2 2 ,

x x x x

x x

f x e ax bx c e ax bx c e ax bx c e ax b

e ax bx c ax b e ax x a b b c

           

           
f(0)=e0(a 0+b 0+c)=1 c=c şi f '(0)=e0[a 0+0 (2a+b)+b+c]=b+c.
Obţinem: f '(0)-f(0)=b+c-c=b.
c) Calculăm

       
     

2 2 2

2 2

"( ) 2 ' ' 2 2 '

2 2 2 4 2 2

x x x

x x x

f x e ax bx c ax b e ax bx c ax b e ax bx c ax b

e ax bx c ax b e ax b a e ax ax bx a b c

                 

             
şi

f(0)=e0(a 0+b 0+c) =c; f '(0)= b+c; f ''(0)=2a+2b+c. Obţinem sistemul:
0 0 0 0

1 0 1 1 1
2 2 4 2 2 0 4 2 2 1

c c c c
b c b b b

a b c a a a

      
              
             

cu soluţia a=b=1 şi c=0.

P10. Se consideră funcţia f:R→R,
2

2

, 1
( ) .

, 1
x x x

f x
x x x

   
  

a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în punctul x0 = 1.
b) Să se calculeze f′'(0) + f′'(2).
c) Să se studieze derivabilitatea funcţiei f în punctul x0 = 1.

R. a) Folosim definiţia (1.5). şi calculăm limitele laterale în punctul x0=1.
 2 2

1 1
1 1

lim ( ) lim 1 1 1 1 0
x x
x x

f x x x
 
 

         

 2 2

1 1
1 1

lim ( ) lim 1 1 1 1 0
x x
x x

f x x x
 
 

      

şi f(0)=12-1=0.
Din

1 1
1 1

lim ( ) lim ( ) (1) 0
x x
x x

f x f x f
 
 

   rezultă că funcţia este continuă în x0=1.

b) Calculăm  
2 1, 1

'
2 1, 1
x x

f x
x x
 

   
, f este derivabilă pe (- 1,) (1,+ )

f '(0)=-2 0+1=1 şi f '(2)=2 2-1=3. Obţinem: f '(0)+ f '(2)=1+3=4.
c) Pentru determinarea derivabilităţii folosim (1.9). Calculăm derivatele laterale în punctul x0=1.
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     
2

'

1 1 1 1
1 1 1 1

1( ) (1) 01 lim lim lim lim 1
1 1 1s x x x x

x x x x

x xf x f x xf x
x x x   

   

    
      

  

   2
'

1 1 1 1
1 1 1 1

1( ) (1) 01 lim lim lim lim 1
1 1 1d x x x x

x x x x

x xf x f x xf x
x x x   

   

  
    

  
.

S-au obţinut derivate laterale diferite şi atunci funcţia nu este derivabilă în x0=1.

P11. Se consideră funcţia f: (0,+∞)→R definită prin
 22

1 1( )
1

f x
x x

 


.

a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞) .
b) Să se demonstreze că funcţia f este descrescătoare pe intervalul (0,+∞).
c) Să se calculeze 3lim '( )

x
x f x


.

R. a) Derivăm fiecare fracţie după (1.14):

   
 

   

 

    
 

2 22 2 2

2 2 422

2

4

1' 1 '1' 1 ' 0 1 2'
1

0 1 2 1 1 ' 2
1

x xx x x xf x
xx x

x x x x
x

              
  

      
 

 4x

 
3

2 1x 


  4

1

1x



  3 33

2 2 .
1x x

  


b) Pentru determinarea monotoniei funcţiei determinăm semnul derivatei:

 
 

 

3
3 3

3
3

2 20 0 0
0, 21 0 0

1

x
x x

x
x

x

         
     


şi atunci f ''(x)<0, x (0,+ ). Conform (1.22) rezultă că f este strict descrescătoare pe (0,+ ).

c)
 

   

3 3
3 3

3 33 3

3 3

3 2 3

2 2 2 2lim ' lim lim
1 1

2 22 lim 2 lim 2 2 4
3 3 1

x x x

x x

x xx f x x
x xx x

x x
x x x x

  

 

   
         

       

          
  

.

P12. Se consideră funcţia f: (0,+ )→R. definită prin f(x)= x -2lnx .
a) Să se calculeze f '(x), x (0,+ ).
b) Să se demonstreze că funcţia f este convexă pe intervalul (0,+ ).

c) Să se demonstreze că
2

( ) ln
4
ef x  ,  x (0,+ ).

R. a)   1 2 2 ' ' 2(ln ) ' 1 2 1 xf x x x
x x x


        .

b) Pentru stabilirea convexităţi determinăm semnul derivatei a II-a.

 
' '

2 2

2 1 1 2'' 1 1' 2 0 2f x
x x x x

                   
     

, care evident este pozitivă pe domeniul de definiţie.

Din f ''(x)>0 f este convexă pe (0,+ ).
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c) Pentru demonstrarea inegalităţii stabilim monotonia funcţiei, conform (1.21), (1.22).

  2 2' 0 1 0 1 2f x x
x x

        , punct critic.

Tabelul de semn al derivatei:
x 0                      2                       +
f '(x) - - - - - - - - - - 0 + + + + + + + +

Pe (0;2], f '(x)<0 f este funcţie descrescătoare, iar pe [2,+ ), f '(x)>0 f este funcţie crescătoare,
atunci x=2 este punct de minim local ( ) (2)f x f . Calculăm

2
2 2(2) 2 2ln 2 2 ln ln 2 ln ln 4 ln

4
ef e e        , obţinem:

2

( ) ln
4
ef x  .

P13. Se consideră funcţia f: R\{-1}→R, definită prin ( )
1

xef x
x




.

a) Să se verifice că
 2'( )

1

xxef x
x




oricare ar fi x R\{-1}.

b) Să se determine ecuaţia asimptotei către -∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se demonstreze că f(x) ≥ 1, pentru orice x > -1.

R. a) Calculăm derivata după regula de derivare a funcţiei cât.

       
 

 
 2 2

1' 1 1 ' 1 1
'

1 1

xx x x x e xe x e x e x e
f x

x x

     
  

 

1 
   2 21 1

xxe
x x


 

.

b) Claculăm
 
1 1 1lim ( ) lim lim 0

1 1

x

xx x x

ef x
x e x  

    
    

şi atunci (1.25) dreapta y=0

este asimptotă orizontală spre - .
c) Pentru demonstarea inegalităţii ne folosim de monotonia funcţiei f care este dată de semnul funcţiei f
'. Determinăm punctele critice, f '(x)=0x=0 şi tabelul de semn al derivatei pe intervalul (-1,+ )

x -1                  0                                    +
f '(x) - - - - - - - - - 0  + + + + + + + + + + +  +

Pe intervalul (-1,0], f '(x) ≤0 f este funcţie descrescătoare, iar pe [0,+ ), f '(x) 0 f este funcţie

crescătoare, atunci x=0 este punct de minim local  f(x) f(0). Calcuăm
0 1(0) 1

0 1 1
ef   


şi se

obţine inegaliatea cerută, f(x)1.

P14.Se consideră funcţia f : (0,+∞)→R definită prin ln( ) xf x
x

 .

a) Să se calculeze f ′(e).
b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale spre +∞ a graficului funcţiei f .
c) Să se demonstreze că xe ≤ ex pentru orice x > 0.

R. a) Calculăm derivata funcţiei      
2

1
ln ' ln '

'
x x x x xf x

x
  

 
x

2 2

ln 1
1 ln

x
x

x x

 




iar   2 2 2

1 ln 1 1 0' 0ef e
e e e
 

    .
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b) Conform (1.25) calculăm  '
1

ln 'ln 1 1lim ( ) lim lim lim lim 0
' 1

l Hospital

x x x x x

xx xf x
x x x    

          
şi atunci dreapta y=0 este asimptotă orizontală spre + .
c) Pentru demonstarea inegalităţii ne folosim de monotonia funcţiei f care este dată de semnul funcţiei
f '. Determinăm punctele critice, f '(x)=0 1-lnx=0 lnx=1 x=e şi tabelul de semn al derivatei pe
intervalul (0,+ )

x 0                    e +
f '(x) + + + + + +   0 - - - - - - - - - - - - - - - -

Pe intervalul (0,e], f '(x) 0 f este funcţie crescătoare, iar pe [e,+ ), f '(x) ≤0 f este funcţie
descrescătoare, atunci x=e este punct de maxim local

 f(x) ≤ f(e) 
prop.f .
logaritmln ln ln ln ln lne x e xx e e x x e x e x e

x e
       pentru orice x>0.

P15. Se consideră funcţiile fn:R→R, date prin f0(x) = e-x -1 şi    '
1n nf x f x  pentru orice

n N.
a) Să calculeze f1(x), x R.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către + a graficului funcţiei f0 .

c) Să se calculeze 2
20

( ) 1lim
x

f x x
x

  .

R. a) Determinăm f1(x) pentru n=0:
       '

1 0( ) 1 ' ' 1' ' 0 1x x x x xf x f x e e x e e e                  .

b) Conform (1.25) calculăm   1 1lim ( ) lim 1 lim 1 1 0 1 1x
xx x x

f x e
e



  
         


şi obţinem

asimptota orizontală dreapta y=-1.
c) Calculăm mai întâi, pentru n=1,            '

2 1 ' ' 1x x x xf x f x e x e e e               şi

 
 

 
 

'
2

2 2 20 0 0 0

0'

0 0

1 '( ) 1 1 0 1lim lim lim lim
0 2'

1 '0 1lim lim .
0 2 ' 2 2 2

xx xl Hospital

x x x x

x xl Hospital

x x

e xf x x e x e
x x xx

e e e
x

 

   

 

 

            
 

       
 

P16. Se consideră funcţia f: R → R de forma
2

1, 0
( )

, 0

xe x
f x

x x a x

   
  

, unde a∈R.

a) Să se determine a R astfel încât funcţia f să fie continuă în punctul x0 = 0.
b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei în punctul de abscisă -1.

c) Să se calculeze 2

( ) 1lim
x

f x
x x




.

R. a) x0=0 este punct de acumulare pentru R şi calculăm limitele laterale în x0:
    0

00 00

0 lim ( ) lim 1 1 1 1 0x
s xx xx

l f x e e
 

       
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   2 2

00 00

0 lim ( ) lim 0 0d xx xx

l f x x x a a a
 

       

Pentru ca funcţia să fie continuă în x0=0 trebuie ca ls(0)=ld(0)
 1.5

 a=0.
b) Ecuaţia tangentei la graficul funcţiei este y-f(x0)=f '(x0)( x-x0), (1.10), unde x0=-1<0 şi funcţia este

f(x)=ex-1. Calculăm   1 11 1 1f e
e

     ,      ' 1 ' ' 1'x x xf x e e e     ,   1 1' 1f e
e

   ,

înlocuim şi se obţine:  1 11 1y x
e e
     
 


 11 1
x

y e
e e


    

1 1 : 2 0ye e x t x ye e        
c) Dacă x - atunci funcţia este f(x)=ex-1 şi

 2 2 2 2

( ) 1 1 1 1 1lim lim lim lim 0
x x

xx x x x

f x e e
x x x x x x e x x   

  
    

   

P17. Se consideră funcţia f :R*→R, definită prin 2( )
xef x

x
 .

a) Să se calculeze f '(x), x R*.
b) Să se demonstreze că funcţia f este descrescătoare pe (0,2].
c) Să se arate că 3 22 3e e .

R. a) Derivăm după cât (1.14):

     
 

' 2 2 2

22 42

' ' 2'
x x xx x xe x e x e xe e x e xf x

x xx

       
    
 

 
4

2x

x

   
3 3

2
.

xe x
x




b) Determinăm semnul derivatei pe intervalul (0,2]: x>0  ex>0, x3>0 şi x-20 atunci
f '(x) 0 şi din (1.22)  f este funcţie descrescătoare.
c) Pentru demonstrarea inegalităţii ne folosim de punctual b). Funcţia este descrescătoare, adică

x1 x2 f(x1) f(x2). Din intervalul (0,2] luăm numerele 2 3 şi obţinem:
2 3

3 22 3
2 3

e e e e   .

P18. Se consideră funcţia f :R→R, f(x) = (x +1)2+(x-1)2.
a) Să se verifice că f '(x) = 4x pentru orice x R.

b) Să se calculeze 2

( )lim
x

f x
x

.

c) Să se demonstreze că f '(x) ≤ e4x-1, pentru orice x R.

R.a) Ridicăm la putere: f(x)=x2+2x+1+x2-2x+1=2x2+2 şi apoi derivăm f '(x)=2 2x+0=4x.

b)
2 2

2 2 2 2 2

( ) 2 2 2 2 2lim lim lim lim 2 2 0 2
x x x x

f x x x
x x x x x   

             
  

.

c) Considerăm funcţia g:R→R, g(x)=e4x-4x-1 pentru care căutăm punctul de minim. Calculăm
     4 4' 4 ' 4 ' 1' 4 4x xf x x e x e      . Din f '(x)=0 obţinem: 4 (e4x-1)=0 e4x=1 4x=0 x=0

Tabelul de semn:
x - 0 +
g '(x) - - - - - - - - - - 0 + + + + + + + +

x=0 este punct de minim, atunci g(0)g(x), pentru orice x R, adică 0 e4x-4x-1 4x e4x-1.
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P19.Se consideră funcţia f :(0,+∞)→R , 2

ln( ) xf x
x

 .

a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).
b) Să se calculeze lim ( )

x
f x


.

c) Să se demonstreze că 10 ( )
2

f x
e

  pentru orice ,x e  .

R.a) Folosim regula de derivare a câtului

 
   

 
 

1

3

2
2 2

2 4 4 342

1 ln 2ln ' ln ' 1 2 ln2 ln 1 2ln'
x x xx x x x x xx x x xxf x

x x xxx

       
    

b)  
 

'

2 22

1
ln 'ln 1 1lim ( ) lim lim lim lim 0

2 2'

l Hospital

x x x x x

xx xf x
x x xx    

          
c) Determinăm monotonia funcţiei f . Aflăm punctele critice: f '(x)=0


1
2

3

1 2ln 10 1 2ln 0 2ln 1 ln
2

x x x x x e e
x


           .

Tabelul de semn
x 0 e +
f '(x) + + + + + +   0 - - - - - - - - -

Obţinem: f este descrescătoare pe intervalul ,e  , adică e  x<+ 

lim ( )
x

f x


<f(x)  f( e ) 10 ( )
2

f x
e

  , unde  
 

1
2

2

1 lnln ln 12
2

ee ef e
e e ee

    .

P20. Se consideră funcţia f:[0,1]→R, ( )
2

xef x
x




.

a) Să se calculeze f '(x), x [0,1].

b) Să se verifice că f(0) + f '(0)= 3
4

.

c) Să se demonstreze că 3 1 2
( )e f x

  ,∀x [0,1].

R.a) Calculăm după regula de derivare a câtului

       
 

 
 

 
 

 
 2 2 2 2

' 2 2 ' 2 1 2 1 1
'

2 2 2 2

x x x x x xe x e x e x e e x e x
f x

x x x x

             
   

   
.

b)  
0 10

0 2 2
ef  


,    
 

0

2

0 1 1' 0
40 2

e
f


 


,     1 1 2 1 30 ' 0

2 4 4 4
f f 

     .

c) Determinăm monotonia funcţiei pe intervalul [0,1]. Se observă că f '(x)0 deoarece sunt numai
valori pozitive şi atunci funcţia este crescătoare pe [0,1]. Conform definiţiei monotoniei funcţie, avem:

0 x 1 f(0) f(x) f(1)  1 ( )
2 3

ef x  şi inversând rapoartele se obţine
 

3 1 2
e f x
  ,∀x [0,1].
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P21. Se consideră funcţia f:R\{1}→R, definită prin
2 2( )

1
x xf x

x
 




.

a) Să se calculeze f '(x), x R\{1}.
b) Să se demonstreze că funcţia f admite două puncte de extrem.
c) Să se determine ecuaţia asimptotei oblice către +∞ la graficul funcţiei f .

R.a) Calculăm după regula de derivare a câtului

         
 

     
 

   

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 ' 1 2 1 ' 2 1 1 2 1
'

1 1

2 2 1 2 2 3 .
1 1

x x x x x x x x x x
f x

x x

x x x x x x x
x x

               
  

 

       
 

 
b) Determinăm punctele critice:

f '(x)=0    22 22 3 0, 4 2 4 1 3 4 12 16 4x x b ac                ,

 

 
2 1

1,2

2

2 4 2 4 2 14 2 1 2 2
2 2 4 2 4 6 3

2 1 2 2

xb b acx
a

x

    
          
        

Semnul derivatei este dat de expresia de gradul II de la numărător. Tabelul de semn al derivatei:
x - -1 1 3                    +
f '(x) + + + + + + 0 - - - - - - - / - - - - - - 0 + + + + + +
f(x) -1 / 7

x=-1 punct de maxim relative şi x=3 punct de minim relativ, atunci funcţia are două puncte de extrem.
c) Deoarece gradul numărătorului este 2 iar gradul numitorului 1, funcţia nu are asimptotă orizontală şi
atunci poate avea asimptotă oblică de forma y=mx+n, unde

2

2

2

2
( ) 21lim lim lim 1

x x x

x x
f x x xxm

x x x x  

 
    


, deoarece numărătorul şi numitorul au grade egale,

iar

   22

2 2

2 12lim ( ) lim 1 lim
1 1

2 2 2lim lim 2.
1 1

x x x

x x

x x x xx xn f x mx x
x x

x x x x x
x x

  

 

      
         

    
  

 
Asimptota oblică va avea forma y=x+2.

P22. Se consideră funcţia f: (0,+∞)→R, f(x) = x -elnx .
a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).

b) Să se calculeze ( )lim
'( )x e

f x
f x

.

c) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f.

R.a)       1' ' ln ' 1 ln 1 x ef x x e x e x e
x x


        .
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b)

 
 

 
 

     

 

22 '

2

ln 'ln ln 0lim lim lim lim
' 0 '

12 1 ln' ln ' 2 ' ln ln '
lim lim lim

' ' 1 0 1
2 ln

lim 2 ln 2
1

l Hospital

x e x e x e x e

x e x e x e

x e

x ex xf x x e x x ex x
x ef x x e x e

x

x e x xx e x x x e x x x x x
x e

x e x e
e e e e e e

   

  



           

                
 

 
      0.e 

c) Determinăm punctele critice, f '(x)=0, 0 0x e x e x e
x


      şi tabelul de semn

x 0 e +
f '(x) - - - - - - - 0 + + + + + + + +

Pe (0,e], f '(x)0 f este funcţie descrescătoare, iar pe [e,+ ), f '(x)0 f este funcţie crescătoare.

P23. Se consideră funcţia f:R→R., f(x) = (x2-2x +1)ex.
a) Să se calculeze f '(x), x R.
b) Să se determine numărul punctelor de extrem ale funcţiei f .

c) Să se calculeze '( )lim 1
( )x

f xx
f x

 
 

 
.

R.a) Se calculează derivata după regula produsului
             
   

2 2 2

2 2

' 2 1 ' 2 1 ' 2 2 2 1

2 2 2 1 1 .

x x x x

x x

f x x x e x x e x e x x e

x x x e x e

               

        

b) Determinăm punctele critice, f '(x)=0 şi din tabelul de semn aflăm punctele de extrem.
  2 2

1,2' 0 1 0 1 1f x x x x        
x - -1                  +1                +
f '(x) + + + + + 0 - - - - - - - - 0 + + + + + +

Pe (+ ,-1] f '(x) 0 f este funcţie crescătoare, iar pe [-1,+1] f '(x)0 f este funcţie descrescătoare
şi atunci x=-1 punct de maxim local. Pe [-1,+1] f '(x)0 f este funcţie descrescătoare, iar pe [+1,+ )
f '(x) 0 f este funcţie crescătoare şi atunci x=+1 este punct de minim local. Funcţia are două puncte
de extreme local, x=-1 şi x=+1.

c)
 

 
2 2 2

22

1'( ) 1 2 1lim 1 lim 1 lim
( ) 2 12 1

x

xx x x

x ef x x x xx x x
f x x xx x e  

                        
2

2 2

2 2 2 2lim lim 2.
2 1 2 1x x

x x xx
x x x x 

         

sau   
 2

1 1'( ) 1lim 1 lim 1 lim 1
( ) 11

x

xx x x

x x ef x xx x x
f x xx e  

                      
1 1 2 2lim lim lim 2

1 1 1x x x

x x xx x
x x x  

                

P24. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, definită prin
4

( ) ln
4
xf x x  .

a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).
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b) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f.

c) Să se demonstreze că
2 1ln
4

xx 
 pentru orice x (0,+∞).

R.a)    
'4 3 4

34 1 1 1' ln '
4 4
x x xf x x x

x x x
  

       
 

.

b) Aflăm punctele critice, f '(x)=0,

  
4

4 2 2 2
1,2

1 0 1 0 1 1 0 1 0 1x x x x x x
x


              , dar x1=-1 nu este în domeniul de

definiţie al funcţiei şi atunci punct critic este x=1. În tabelul de semn contează numai semnul expresiei
x2-1:

x - -1        0        +1                          +
x2-1 + + + + + + +   0 - - - - - - - - 0 + + + + + + + + +
f '(x) / / / / /  / / / / / / / / / / / / - - - - 0 + + + + + + + + +

Pe intervalul (0,1], f '(x)0 f este descrescătoare, iar pe [1,+ ) f '(x)0 f este crescătoare şi atunci
x=1 este punct de extrem.

c) Inegalitatea se mai poate scrie:  
2 2 21 1 1ln ln 1 ln

4 4 4 4 4 4
x x xx x x           , ceea ce

ne arată că se compară  f x cu f(1). Din monotonia funcţie de la pct.b) avem funcţia crescătoare pe

[1,+ ), adică    
2 11 1 ln

4 4
xx f x f x      , care este inegalitatea de demonstrat.

P25. Se consideră funcţia f:R→R definită prin f(x) = ex-x .
a) Să se calculeze f '(x), x R.
b) Să se demonstreze că f(x)1 pentru orice x R.
c) Să se scrie ecuaţia asimptotei oblice către - la graficul funcţiei f .

R.a)  '( ) ' ' 1x xf x e x e    .

b) Determinăm monotonia funcţiei şi punctele de extreme. '( ) 0 1 0 1 0x xf x e e x        .
Tabelul de semn:

x - 0                   +
f '(x) - - - - - - - - 0 + + + + + +
f(x) m

x=0 punct de minim pentru f, adică f(x) f(1) f(x) e0-1=1, pentru orice x R.
c) Ecuaţia asimptotei oblice este y=mx+n,unde

( ) 1 1lim lim lim 1 lim 1 1 0 1 1
x x

xx x x x

f x e x em
x x x xe   

                    
, iar

       1 1lim ( ) lim 1 lim lim 0x x
xx x x x

n f x mx e x x e x x
e   

            


şi asimptota oblică

către - la graficul funcţiei va fi y=-1 x+0 y=-x.

P26. Se consideră funcţia f : R→R definită prin f(x) = ex - x -1.
a) Să se calculeze derivata funcţiei f .
b) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f .
c) Să se arate că e2008 -1≥1004⋅2009⋅(e-1).
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R.a)    ' ' ' 1' 1x xf x e x e    

b) ) Determinăm monotonia funcţiei. Punctele critice '( ) 0 1 0 1 0x xf x e e x        . Tabelul
de semn:

x - 0                   +
f '(x) - - - - - - - - 0 + + + + + +
f(x) m

Pe intervalul (- ,0], f '(x)<0  f este descrescătoare, iar pe [0,+ ), f '(x)>0 f este crescătoare.
c) Din b) se obţine x=0 este punct de minim f(x) f(0) ex-x-10exx+1 pentru orice x R.
Luăm valori pentru x: 0,1,2,…,2007 şi obţinem:

0 0

1 1

2 2

2007 2007

0 1 1
1 1 2
2 1 3

............ ............
2007 1 2008

e e
e e
e e

e e

  

  

   

  

şi le însumăm egalităţile între ele, se obţine:

0 1 2 2007... 1 2 3 ... 2008e e e e         . (**)
În membrul stâng al inegalităţii avem suma primilor 2008 termeni ai unei progresii geometrice cu

primul termen b1=e0=1 şi raţia q=e şi o calculăm suma după formula 1
1
1

n

n
qS b
q


 


pentru n=2008 şi se

obţine
2008 11

1
e

e





. Termenul din dreapta al inegalităţii este dat de suma primelor n numere naturale:

 1
2n

n n
S


 pentru n=2008 şi se obţine  2008 2008 1

2
 

. Înlocuim în (**) se obţine

2008 1 2008 2009
1 2

e
e

 



    

2008
20081 1004 2009 1 1 1004 2009 1

1
e e e e

e


         


.

P27. Se consideră funcţia f : (0,+ )→R, ln( ) xf x
x

 .

a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).
b) Să se studieze monotonia funcţiei f .
c) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale la graficul funcţiei f .

R.a) Se calculează derivate funcţiei după derivate câtului

   
2 2 2

1 ln 1ln ' ln ' 1 ln'
x xx x x x xxf x

x x x

     
   .

b) Pentru studierea monotoniei determinăm punctele critice şi facem tabelul de semn al derivatei.

  2

1 ln' 0 0 1 ln 0 ln 1xf x x x x e
x


          .

x 0 e +
f '(x) + + + + + 0 - - - - - - - - - -

Pe (0,e], f '(x)0 atunci funcţia este crescătoare, pe [e,+ ), f '(x)0 şi funcţia este descrecătoare.
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c) Calculăm limita la + :  '
1

ln 'ln 1 1lim ( ) lim lim lim lim 0
' 1

l Hospital

x x x x x

xx xf x
x x x    

          
şi

atunci dreapta y=0, (axa Ox) este asimptotă orizontală spre + .

P28. Se consideră funcţia f:R→R,
1 1, 1

( )
ln , 1

xe x
f x e

x x

    
 

.

a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în punctul x0 = 1.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei către -∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se arate că funcţia f este concavă pe (1, + ∞).

R.a) Pentru determinarea continuităţii calculăm limitele laterale în punctual x0=1 şi valoarea

funcţiei:  
1 1

1 1

1 11 lim ( ) lim 1 1 1 1 0x
s x x

x x

l f x e e
e e 

 

           
 

 
1 1

1 1

1 lim ( ) lim ln ln1 0d x x
x x

l f x x
 
 

    ,   11 1 1 1 0f e
e

      . Avem ls(1)=ld(1)=f(1)=0 şi atunci

funcţia este continuă în x0=1.

b) 1

1 1 1 1 1 1lim ( ) lim 1 lim 1 lim 1 1 1 0 1 1x
x xx x x x

f x e
e e e e e      

                               
şi

dreapta y=-1 este asimptotă orizontală către -∞ la graficul funcţiei f .
c) Pentru determinarea concavităţii şi convexităţii unei funcţii ne folosim de derivate a II-a a funcţiei.

Pe intervalul (1,+ ) funcţia este f(x)=lnx şi atunci     2

1 1' , 1 '' , 1f x x f x x
x x

        care este

negativă deoarece x2>0 pentru orice x (1,+ ). Dacă f ''(x)<0 atunci funcţia este concavă pe (1, + ∞).

P29. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, f(x) = x-lnx.
a) Să se arate că f(1) - f ′(1) =1.
b) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f .

c) Să se calculeze ( )lim
x

f x
x

.

R.a) f(1)=1-ln1=1-0=1,     1 1' ' ln ' 1 '(1) 1 0
1

f x x x f
x

        şi f(1) - f ′(1) =1-0=1.

b) Determinăm punctele critice şi semnul derivatei:   1 1' 0 1 0 1 1f x x
x x

       

x 0               1                      +
f '(x) - - - - - - - 0 + + + + + + + +

Pe (0,1], f '(x) 0, f este descrecătoare, iar pe [1,+ ), f '(x)0, f este crescătoare şi atunci punctul
A(1,1) este punct de minim.

c) ( ) ln ln lnlim lim lim 1 1 lim 1 0 1
x x x x

f x x x x x
x x x x   

          
 

deoarece

 '
1

ln 'ln 1 1lim lim lim lim 0
' 1

l Hospital

x x x x

xx x
x x x   

         
.
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P30. Se consideră funcţia f : R→R, f(x) = x2 + ex.

a) Să se calculeze
0

( ) (0)lim
x

f x f
x

 .

b) Să se arate că funcţia f este convexă pe R.
c) Să se rezolve în R ecuaţia f ′(x)-f ′'(x)+f(x) = ex-3 .

R.a)
0 0

( ) (0) ( ) (0)lim lim
0x x

f x f f x f
x x 

 



care este derivata funcţiei în punctul x0=0.

     2' ' ' 2x xf x x e x e    şi 0'(0) 2 0 1f e    şi atunci
0

( ) (0)lim 1
x

f x f
x


 .

b) Convexitatea se determină cu ajutorul semnului derivatei a II-a:
     '' 2 ' 2 ' ' 2x x xf x x e x e e       , f ''(x)>0  x R şi atunci f este convexă pe R.

c) Înlocuim pe f ' şi f '' de la pct.a), respective b) se obţine: f ′(x)-f ′'(x)+f(x)=ex-3
2x+ex-(2+ex)+ x2 + ex= ex-3 2x+ex-2-ex+ x2 + ex- ex+3=0  x2+2x+1=0 (x+1)2=0 x1,2=-1.

P31. Se consideră funcţia f:(0,+ )→R, f(x) = x2lnx.
a) Să se arate că f '(x) = x(2lnx + 1), oricare ar fi x (0,+ ).

b) Să se calculeze '( )lim
lnx

f x
x x

.

c) Să se demonstreze că 1( )
2

f x
e

  , pentru orice x > 0 .

R.a) Se calculează derivata după regula produsului.

       12 2 2 1' ' ln ln ' 2 ln 2 ln 2 ln 1f x x x x x x x x x x x x x
x

            .

b)   '
122ln 1'( ) 2 ln 1lim lim lim lim 21ln ln ln

L Hospital

x x x x

x xf x x x
x x x x x

x
   

         
.

c) Determinăm monotonia funcţiei şi punctele de extreme.    ' 0 2 ln 1 0 2ln 1 0f x x x x      
(deoarece domeniul de definiţie al funcţiei este (0,+ ) atunci x>0)

1
212ln 1 ln

2
x x x e


       punct critic. Tabelul de semn

x
0

1
2e


+

f '(x) - - - - - - - 0 + + + + + + + +
f(x) m

x=
1
2e


este punct de minim     

21 1 1
12 2 2 1 1ln

2 2
f x f e f x e e e

e
                         

      
pentru

orice x (0,+ ).

P32. Se consideră funcţia f:R→R, 1( ) xf x x
e

  .

a) Să se calculeze f(0) + f '(0).
b) Să se arate că funcţia f este concavă pe R.
c) Să se demonstreze că panta tangentei în orice punct la graficul funcţiei f este mai mare decât 1.
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R.a)   0

1 10 0 1
1

f
e

      , apoi calculăm

              1' ' ' 1 ' 1 1 1 1x x x x
xf x x e x e e e

e
                 şi   0

1' 0 1 1 1 2f
e

     .

Obţinem f(0) + f '(0)=-1+2=1.
b) Concavitatea se demonstreză utilizând derivata a II-a (1.24).

        1" 1 ' 1' ' 0 ' 1x x x x
xf x e e x e e

e
                . Cum 0,xe  R , atunci f "(x)<0

pentru orice x R şi funcţia este concavă pe R.
c) Din interpretarea geometrică a derivatei de ordinul I, f '(x0) reprezintă panta tangentei la graficul
funcţiei în punctul (x0,f(x0)), pentru orice x0 din R. Se cere să demonstrăm că f '(x)>0, R . Din

0,xe  R şi   1' 1 xf x
e

  evident f '(x)>1,R .

P33. Se consideră funcţia f:[0,+∞)→R, 2( ) 1
x

x

ef x
x e

 


.

a) Să se verifice că  
 2

2 1
'( )

x

x

e x
f x

x e





, pentru orice x [0,+∞).

b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale către +∞ la graficul funcţiei f .

c) Să se arate că 11 ( )
1

ef x
e


  


, oricare ar fi x≥0.

R.a) Calculăm după regula de derivare a sumei şi apoi a câtului.

       
 

   
 2 2

2 ' 2 ' 2 2 1
' 1' 0

x x x x x x x x

x x

e x e e x e e x e e e
f x

x e x e

         
    

 

 
 

 
 

 
 2 2 2

2 1 2 1 2 1x x x x x

x x x

e x e e e x e x

x e x e x e

    
    

  
.

b) Asimptota orizontală este y=l, unde
 
 

' 2 '2 2lim ( ) lim 1 1 lim 1 lim
'

xx x l Hospital

x x xx x x x

ee el f x
x e x e x e   

                  

21 lim 1 2 1
1

x

xx

e
e

     


şi asimptota va fi dreapta de ecuaţia y=-1.

c) Determinăm monotonia funcţiei şi punctele de extrem.

   
 2

2 1
' 0 0 1 0 1

x

x

e x
f x x x

x e


       


punct critic. Semnul derivatei este dat de 1-x, expresie

de gradul I. Tabelul de variaţie al funcţiei
x 0                 1                     +
f '(x) + + + + +   0 - - -- - - - - - - -
f(x)

-1 1
1

e
e




-1
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Calculăm limita funcţiei la -
0

0

2lim ( ) 1 1 2 1
0x

ef x
e

     


şi

 
1

1

2 2 1 2 11 1 1
1 1 1 1

e e e e ef
e e e e

  
     

   
. Din tabelul de variaţie, punctul de coordonate 11,

1
e
e

 
  

este punct de maxim şi valoarea minimă a funcţiei este -1, adică 11 ( )
1

ef x
e


  


.

P34. Se consideră funcţia f:R→R definită prin f(x) = (x2 + 2x + 3)ex .
a) Să se calculeze f ′(x), x R.

b) Să se determine
0

( ) (0)lim
x

f x f
x

 .

c) Să se demonstreze că funcţia f ' este crescătoare pe R.

R.a) Calculăm derivata după regula produsului
           2 2 2' 2 3 ' 2 3 ' 2 2 2 3x x x xf x x x e x x e x e x x e               

   2 22 2 2 3 4 5x xx x x e x x e         .

b)    2 0

0 0

( ) (0) ( ) (0)lim lim ' 0 0 4 0 5 5 1 5
0x x

f x f f x f f e
x x 

 
         


conform definiţiei derivatei.

c) Considerând f ' o funcţie care are derivata mai mare sau egală cu 0, atunci funcţia este crescătoare.
Calculăm        2 2 2"( ) 4 5 ' 4 5 ' 4 5 'x x xf x x x e x x e x x e              

         22 2 22 4 4 5 2 4 4 5 6 9 3x x x x xx e x x e x x x e x x e x e                  .

Cum  23 0x   şi ex>0 atunci f "(x) 0 şi f ' este funcţie crescătoare (1.21).

P35. Se consideră funcţia f :(0,+∞)→R definită prin 1( )
1

xf x
x





.

a) Să se verifice că
 2

1'( )
1

f x
x x

 


, pentru orice x > 0 .

b) Să se determine ecuaţia asimptotei către +∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se demonstreze că pentru orice x (0,2] este adevărată inegalitatea '( ) ( )x f x f x  .

R.a) Se calculează derivata câtului

       
 

   
 

' '

2 2

1 10 1 1 01 1 1 1 2 2'( )
1 1

x xx x x x x xf x
x x

                        
 

   

         

1

1

2 2 2 2 2

1 1 21 1 1
122 2 2

1 1 1 1 1

x x x x
xx x x x

x x x x x x

       
      

    
.
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b) Calculăm
 
 

'

1
1 '1 2lim ( ) lim lim lim 111 1 '

2

l Hospital

x x x x

xx xf x
x x

x
   

           
şi dreapta y=-1

este asimptotă orizontală spre + la graficul funcţiei f.

c)
   

 2 2
1 1 1 1'( ) ( ) 1

1 11 1

x xx f x f x x x
x xx x x

 
                   

     1 1 1 1 1 1 1 2 1 2
1

x x x x x x
x

                     


, ''A'' pentru orice

x (0,2].

P36. Se consideră funcţia f:R→R definită prin f(x)=(x2-3x-3)ex.
a) Să se calculeze f '(x), x R.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei orizontale spre -∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se arate că tangenta la graficul funcţiei f, dusă în punctul de coordonate           (x0, f(x0)),
unde x0 = -2 , este paralelă cu axa Ox .

R.a) Se calculează după derivata produsului

           2 2 2' 3 3 ' 3 3 ' 2 3 3 3x x x xf x x x e x x e x e x x e            

   2 22 3 3 3 6x xx x x e x x e        .

b) Ecuaţia asimptotei orizontale y=l, unde

     
2

2 3 3
lim lim 3 3 0 limx

xx x x

x x
l f x x x e

e  

                   


 
 

2' '3 3 ' 2 3 2 2
lim lim lim 0

'

l Hospital l Hospital

x xxx x x

x x x

e ee    

               
şi ecuaţia

asimptotei orizontale la graficul funcţiei este y=0 (axa Ox).

c) O dreaptă este paralelă cu axa Ox dacă panta ei este nulă (m=0). Din definiţia derivatei avem în
punctul x0 avem m=f '(x0)=[(-2)2-(-2)-6] e0=(4+2-6) 1=0, adică tangenta la graficul funcţiei în punctul x0

este paralelă cu axa Ox.

P37. Se consideră funcţia f:[1,+∞)→R definită prin ln( )
ln

x xf x
x x





.

a) Să se verifice că 2(1) ( )
1

ef f e
e

 


.

b) Să se arate că  
 2

2 ln 1
'( )

ln
x

f x
x x





, oricare ar fi x [1,+ ∞).

c) Să se determine ecuaţia asimptotei către +∞ la graficul funcţiei g:[1,+ ∞)→R definită prin
 

  2

'
( )

1

f x
g x

f x



.
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R.a)   1 ln1 1 01 1
1 ln1 1 0

f  
  

 
,   ln 1

ln 1
e e ef e
e e e
 

 
 

şi

1 1 1 2(1) ( ) 1
1 1 1

e e e ef f e
e e e
   

    
  

.

b) Calculăm după regula de derivare a câtului (1.14).

      
 

   

 2 2

1 11 ln ln 1ln ' ln ln ln '
'( )

ln ln

x x x xx x x x x x x x x xf x
x x x x

                    
 



   
 

 2 2 2

ln lnln 1 1 ln 2 ln 12ln 2
ln ln ln

x xx x x x xxx x
x x x x x x

       
  

  
.

c) Determinăm g(x)

 
  

 
   

 

2 2

2 2 2

2 ln 1
' ln 2 ln 1 ln ln( ) :

lnlnln1 1
ln

x
f x x x x x x x xg x

x xx xx xf x
x x



              

 
 

   2

2

2 ln 1 ln 2 ln 1 ln 1
2 2ln

x x x x x
x x xx x

   
  


 . Ecuaţia asimptotei y=l, unde

   '
1

ln 1 'ln 1 1 1lim lim lim lim lim 0
' 1

l Hospital

x x x x x

xx xl g x
x x x    

            
şi ecuaţia asimptotei

la graficul funcţiei g este y=0.

P38. Se consideră funcţia f :R→R,
2

2

1( )
1

xf x
x





.

a) Să se calculeze f '(x), x R.
b) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f .

c) Ştiind că g:R* →R este funcţia definită prin   1( )g x f x f
x

    
 

, să se determine

       2 3 2008 2010

20090

...
lim
x

g x g x g x g x x
x

    
.

R.a) Se calculează derivata după regula câtului (1.14)

         
 

       
 

2 2 2 2 2 2

2 22 2

1 ' 1 1 1 ' 2 0 1 1 2 0
'

1 1

x x x x x x x x
f x

x x

             
  

 

   
3 3

2 22 2

2 2 2 2 4

1 1

x x x x x

x x

  
 

 
, x R.

b) Determinăm semnul derivatei
x - 0                                  +
f '(x) - - - - - - - - - - - - 0 + + + + + + + + + + +

Pe (- ,0], f '(x) 0  f este descrescătoare, iar pe [0,+ ), f '(x)0  f este crescătoare.
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c) Determinăm  

2 2

2 2 2 22

2 22 2 2 2

2

1 11
1 1 1 1 1( )

11 1 1 11 1

x
x x x xx xg x f x f

xx x x x x
xx

                           
 

2 2

2 2

1 1 0
1 1

x x
x x
 

  
 

. Calculăm limita
       2 3 2008 2010

20090

...
lim
x

g x g x g x g x x
x

    


2010 2010

2009 20090 0 0

0 0 ... 0lim lim lim 0
x x x

x x x
x x  

   
    .

P39. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, f(x) = lnx-x +1.
a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).
b) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f .

c) Să se rezolve în (0,+∞) ecuaţia  2008
2008

1 0f x f
x

   
 

.

R.a)     1 1' ln ' ' 1' 1 0 xf x x x
x x


       .

b) Determinăm semnul derivatei.   1' 0 0 1 0 1xf x x x
x


        punct critic. Tabelul de

variaţie
x 0 1 +
f '(x) + + + + + 0 - - - - - - - - -
f(x) M

Pe (0,1], f '(x) 0  f este funcţie crescătoare, iar pe [1,+ ), f '(x)0 f este funcţie descrecătoare şi
punctul A(1,0) este punct de maxim.

c)  2008
2008

1 0f x f
x

   
 

 2008 2008
2008 2008

1 1ln 1 ln 1 0x x
x x

       
 

2008 2008 2008 2008 2008 2008
2008 2008

1 1ln 1 ln 1 0 ln 1 ln 1 0x x x x x x
x x

             

 
2

2008 2008 1004
2008 2008 1004

1 1 11 1 0 1 2 0 0x x x
x x x

               
 

   21004 1004 1004 1004
1,21004

1 0 1 0 1 1x x x x x
x

            . Din domeniul de definiţie al

funcţiei avem x>0 şi soluţia ecuaţiei va fi x=1.

P40. Se consideră funcţia f:(0,+ )→R,   2
2

1f x x
x

  .

a) Să se calculeze f '(x), pentru x (0,+ ).
b) Să se determine ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f în punctul de abscisă x0 = 1.

c) Să se calculeze '( )lim
x

f x
x

.

R.a)            2 2 2 2 3
3

1' ' ' ' 2 2 2f x x x x x x x x
x

              
 

.
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b) Ecuaţia tangentei la graficul funcţiei în punctul x0 este y-f(x0)=f '(x0)(x-x0), unde

    2
0 2

11 1 1 1 0
1

f x f      şi    0 3

1' ' 1 2 1 2 2 4
1

f x f        
 

. Ecuaţia tangentei la graficul

funcţiei în punctul x0=1devine t:y-0=4(x-1) y=4x-4 4x-y-4=0.

c)  
3

4

12
'( ) 1 1lim lim lim 2 1 2 1 2 1 0 2

x x x

x
f x x

x x x  

                      
.

P41. Fie funcţia f:(1,+∞)→R, 2 1( )
1

xf x
x





.

a) Să se calculeze f '(x), x (1,∞).

b) Să se verifice că
2

( ) (2)lim 1
2x

f x f
x


 


.

c) Să se arate că funcţia f este descrescătoare pe intervalul (1,+∞).

R.a) Se calculează derivata funcţiei cât

         
 

       
 2 2

2 1 ' 1 2 1 1 ' 2 0 1 2 1 1 0
'

1 1
x x x x x x

f x
x x

             
  

 

     2 2 2

2 2 2 1 1 1
1 1 1

x x
x x x
   

   
  

.

b) Din definiţia derivatei (1.6) avem  
 22

( ) (2) 1lim ' 2 1
2 2 1x

f x f f
x


    

 
.

c) Monotonia funcţiei o determinăm cu ajutorul derivatei.  
 2

1'
1

f x
x

 


<0, 1x  şi atunci

funcţia este descrescătoare (1.22).

P42. Se consideră funcţia f:R→R,   2008 2008xf x x  .
a) Să se determine f '(x), x R.
b) Să se demonstreze că funcţia f este convexă pe R.

c) Să se calculeze    
0

' ' 0
lim
x

f x f
x


.

R.a)      2008 2007' ' 2008 ' 2008 2008 ln 2008x xf x x x     .
b) Convexitatea se determină cu ajutorul derivatei a II-a (1.23).

       2007 2007'' 2008 2008 ln 2008 ' 2008 ' ln 2008 2008 'x xf x x x      
2006 2006 22008 2007 ln 2008 2008 ln 2008 2008 2007 ln 2008 2008x xx x           . Cum 2006 este

putere pară, x20060 şi 2008x >0, funcţie exponenţială, f ''(x)>0 f este funcţie convexă.

c)           2006 2 0

0 0

' ' 0 ' ' 0
lim lim '' 0 2008 2007 0 ln 2008 2008

0x x

f x f f x f
f

x x 

 
       


2 2 22008 2007 0 ln 2008 1 0 ln 2008 ln 2008        .

P43. Se consideră funcţia f:R→R,
2

2

1( )
1

x xf x
x x
 


 

.

a) Să se determine ecuaţia asimptotei către -∞ la graficul funcţiei f .
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b) Să se arate că    
 

2

22

2 1
'

1

x
f x

x x




 
, pentru orice x R.

c) Să se demonstreze că oricare ar fi x R avem    22 4
3

f x f x   .

R.a) Ecuaţia asimptotei este y=l, unde  
2

2

1lim lim 1
1x x

x xl f x
x x 

 
  

 
deoarece x are aceeaşi

putere la numărător şi numitor. Ecuaţia asimptotei către -∞ la graficul funcţiei f este y=1.
b) Se calculează derivata după derivata câtului

         
 

2 2 2 2

22

1 ' 1 1 1 '
'

1

x x x x x x x x
f x

x x

          
 

 

       
   

2 2 3 2 2

2 22 2

2 1 1 1 2 1 2 2 2 1

1 1

x x x x x x x x x x x

x x x x

             
  

   

   
 

 

23 2 2 2

2 2 22 2 2

2 12 2 2 1 2 2

1 1 1

xx x x x x x

x x x x x x

     
  

     
.

c) Din tabelul de variaţie al funcţiei apreciem valorile funcţiei.

   
 

2
2

1,222

2 1
' 0 0 1 0 1

1

x
f x x x

x x


        

 
.

Tabelul de variaţie
x - -1             0              1                                     +
f '(x) + + + + + + + + + +  0 - - - - - - - - - - - - - 0 + + + + + + + + + + + + + +
f(x)

1                                3 1
1
3

1

     
   

2

2

1 1 1 1 1 11 3
1 1 11 1 1

f
     

   
    

,  
2

2

1 1 1 1 1 1 11
1 1 1 1 1 1 3

f    
  

   
,  

2

2

0 0 10 1
0 0 1

f  
 

 
,

 
2

2

1lim lim 1(puteriegale la num

ărător şi numitor)

1x x

x xf x
x x 

 
 

 
. Din tabelul de variaţie  punctul

de coordonate (-1,3) este punct de maxim, iar punctul de coordonate 11,
3

 
 
 

este punct de maxim, adică

1
3
 f(x)3. Dacă x [0,+ ) atunci 1

3
 f(x)1 şi înlocuim 2x x obţinem 1

3
 f(x2)1. Adunăm cele

două duble inegalităţi între ele:
 

 

 
   2

2

1 3
23 4

1 31
3

f x
f x f x

f x

 
   

 
.

P44. Se consideră funcţia f:R→R, f(x) = x2 + ex.
a) Să se verifice că f '(0) = 1.
b) Să se arate că funcţia f este convexă pe R.
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c) Să se calculeze  '
lim xx

f x
e

.

R.a) Se derivează ca o sumă de funcţii f '(x)=(x2)'+(ex)= 2x+ex şi f '(0)=2 0+e0=0+1=1.
b) folosim derivata a II-a: f ''(x)=(2x)'+(ex)'=2+ex. Din ex>0 pentru orice x R avem f ''(x)>0 şi funcţia
este convexă pe R.

c)    
 

'' '' 2 2lim lim lim lim 1 0 1 1
'

xl Hospital

x x xxx x x x

f x f x e
e e ee   

                    
.

P45. Se consideră funcţiile f, g:R→R, f(x) = (x-1)ex şi g(x) = xex .
a) Să se verifice că f '(x) = g(x) pentru orice x R.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei spre - la graficul funcţiei g .
c) Dacă I R este un interval, să se demonstreze că funcţia g este crescătoare pe I dacă şi numai
dacă funcţia f este convexă pe I.

R.a) Se calculează derivata produsului:
f '(x) = (x-1)' ex+(x-1) (ex)'=1 ex+(x-1) ex= ex (1+x-1)=xex=g(x).

b) Ecuaţia asimptotei este y=l, unde      lim lim 0 limx
xx x x

xl g x xe
e  

      

 
' ' 1 1lim lim 0

'

l Hospital

xxx x

x
ee  

    
 

şi dreapta y = 0 este ecuaţia asimptotei orizontale

spre - la graficul funcţiei g .
c) Din punctul a) avem relaţia f 'xgx,  x R . Prin derivare obţinem: f''xg'x, x R. Cum
funcţia g este crescătoare pe acele intervale unde prima ei derivată este pozitivă, iar funcţia f este
convexă pe acele intervale unde a doua ei derivată este pozitivă, egalitatea anterioară justifică
concluzia.

P46. Se consideră funcţia f :R\{1}→R dată prin  
2 3

1
xf x
x





.

a) Să se arate că  
 

2

2
2 3'
1

x xf x
x
 




, pentru orice x ≠ 1.

b) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f.
c) Să se demonstreze că pentru orice a<1 şi b>1 are loc inegalitatea     8f a f b   .

R.a) Se calculează derivata câtului:

         
 

   
 

2 2 2

2 2

3 ' 1 3 1 ' 2 1 3 1
'

1 1

x x x x x x x
f x

x x

           
  

 

   

2 2 2

2 2
2 2 3 2 3

1 1
x x x x x

x x
    

 
 

.

b) Punctele de extrem se găsesc printre punctele critice ale funcţiei

 
 

2
2

2
2 3' 0 0 2 3 0
1

x xf x x x
x
 

      

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   22 4 2 4 1 3 4 12 16 4b ac            

 

 
2 1

1,2

2

2 4 2 4 2 14 2 1 2 2,
2 2 4 2 4 6 3

2 1 2 2

xb b acx
a

x

     
         
        

Tabelul de variaţie al funcţiei:
x - -1 1            3                        +
f '(x) + + + + + + 0 - - - - - / - - - - - 0 + + + + + + + + +
f(x) -2 /             6

Pe (- ,-1], f '(x) 0  f este funcţie crescătoare, iar pe [-1,1) f '(x) 0 f este funcţie descrescătoare
şi atunci punctul A(-1,-2) este punct de maxim. Pe (1,3], f '(x) 0 f este funcţie descrescătoare, iar
pe [3,+ ), f '(x) 0  f este funcţie crescătoare şi atunci punctul B(3,6) este punct de minim.
c) Din tabelul de variaţie al funcţiei avem: dacă a<1, f(a) -2 şi b>1, f(b) 6 şi obţinem:

 
   

 
 

 
   

2 2
8

6 1 6

f a f a
f a f b

f b f b

           
      

.

P47. Se consideră funcţiaf:[1,+∞)→R , f(x) = x – 2lnx
a) Să se calculeze f '(x), x [1,∞).
b) Să se arate că funcţia f este descrescătoare pe [1,2].
c) Folosind faptul că 1 ≤ x ≤ x2 ≤ 2 , oricare ar fi 1, 2x     , să se demonstreze inegalitatea x2-

x ≤2lnx , pentru orice 1, 2x     .

R.

a) Se calculează derivata sumei de funcţii:     1 2' ' 2 ln ' 1 2 xf x x x
x x


      .

b) Punctele critice: f '(x)=0 x – 2 =0 x=2 .  Tabelul de semn al derivatei:
x 1              2                        +
f '(x) - - - - - - - 0 +  + + + + + + +

Pe [1,2], f '(x) 0 şi funcţia f este descrescătoare pe [1,2].
c) Din b) f este descrescătoare pe [1,2] şi  1, 2 1,2    avem: x ≤ x2 f(x) f(x2)

 x – 2lnx  x2 – 2lnx2 x – 2lnx  x2 – 4lnx  x – x2 2lnx – 4lnx
 x – x2 - 2lnx | (-1)  x2- x ≤2lnx.

P48. Se consideră funcţia f:(0, +∞)→R,    
1

1
f x

x x



.

a) Să se arate că   1 1 , 0
1

f x x
x x

   


.

b) Să se arate că  
 2 2

1 1'
1

f x
xx

 


, pentru orice x > 0 .

c) Să se calculeze   1lim
x

x f x f
x

        
.
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R.a) Calculăm
     1 1 1 1 , 0

1 1 1
x x f x x

x x x x x x
 

     
  

b) Calculăm derivata funcţiei cât:

     
 

 ' '

22 2

1' 1 1 1 ' 0 1 1 11 1 1' 1 ' 0 1 1'
1 1

x x xx x xf x
x x x xx

                             

   2 22 2

1 1 1 1
1 1x xx x

 
   

 
, pentru orice x > 0.

c)    
21 1 1 1lim lim lim

1 11 1 11
x x x

xx f x f x
x x x x x

x x
  

 
                               

 

2 2

2 2lim lim 1
2 11x x

x x
x xx 

  
 

deoarece numărătorul şi numitorul au acelaşi grad.

P49. Se consideră funcţia f:(0,+∞)→R, f(x) = (x-2)lnx.
a) Să se calculeze f '(x), x (0,∞).

b) Să se determine
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x




.

c) Să se arate că funcţia f ′ este crescătoare pe (0,+∞).

R.a) Se calculează derivata produsului:

         1 2' 2 ' ln 2 ln ' 1 ln 2 ln xf x x x x x x x x
x x


            , x (0,∞).

b) Ţinând cont de definiţia derivatei avem:  
1

( ) (1) 1 2lim ' 1 ln1 0 1 1
1 1x

f x f f
x

 
      


.

c) O funcţie este crescătoare dacă derivata ei este nenegativă (  0). Calculăm

         
2 2

2 ' 2 ' 1 2 12 1'' ln ln '
x x x x x xxf x x x

x x x x
                

 

2 2

2 2x x x x
x x

   
  . Din x (0, +∞)  x>0 x+2>0 f ''(x)>0 f ' este funcţie crescătoare

pe (0, +∞).

P50. Se consideră funcţia f:R→R,   1 , 0
, 0x

x x
f x

e x

   


.

a) Să se studieze continuitatea funcţiei f în punctul x0 = 0.
b) Să se determine ecuaţia asimptotei către -∞ la graficul funcţiei f .
c) Să se demonstreze că funcţia f este concavă pe intervalul (0,+∞).

R.a) O funcţie este continuă în punctul x0 dacă limitele laterale şi valoarea funcţiei sunt egale.

    0

0 0
0 0

0 lim lim 1x
s x x

x x

l f x e e
 
 

    ,      
0 0

0 0

0 lim lim 1 1 0 1d x x
x x

l f x x
 
 

      şi

 0 1 0 1f     ls(0)=ld(0)=f (0), deci funcţia este continuă în x0=0.
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b) Ecuaţia asimptotei către - este y = l, unde   1 1lim lim 0x

x x
l f x e e

e


 
     


şi

asimptota orizontală spre - la graficul funcţiei va fi y = 0.
c) Pentru determinarea concavităţii folosim semnul derivatei a II-a. Dacă x (0, +∞) atunci

  1f x x  ,     1 1' 1' ' 0
2 2

f x x
x x

     şi

 
 

 
'

2

10 11' 1 '1 1 1 12''
2 22 4

xx x xf x
xx x xx

     
       
 

 f ''(x) 0 f

este concavă pe (0,+∞).

Soluţii probleme bacalaureat 2007

P.001.

Se consideră funcţiile f,g:(0,+ )R,   ln
1

xf x
x




şi g(x) = f '(x).

a) Să se determine g(x), x > 0.
b) Să se arate că funcţia g este strict descrescătoare pe (0,+ ).
c) Să se arate că g(x) > 0,  x > 0.
d) Utilizând teorema lui Lagrange, să se arate că  n N* există cn (n,n +1) astfel încât

g(cn)=f(n+1)– f(n).
e) Să se arate că g(n + 1)< f(n + 1)- f(n)< g(n),  n N*.

f) Utilizând metoda inducţiei matematice, să se arate că
 

*1 1 1... ,
1 2 2 3 1 1

n n
n n n

     
   

N .

g) Folosind eventual punctele e) şi f), să se arate că
 

*2 2ln ,
2 2 2

n n
n n


 

 
N .

R. a)

 
' '1 1ln

1 1
1

x x xg x xx x
x

             


   
  2

' 1 1 '

1

x x x x
x x

  




 
 

1 1 1
1

x x
x x

x

  
 




1 x 

   
1 .

1 1x x x x


 

b) Calculăm      
   

2 2'

2 22 2 2

1' 1 '1 2 1' .
x x x x xg x

x x x x x x

             
Dacă x (0,+ ) atunci 2x+1>0,

(x2+x)2>0, deci g’(x)<0 şi atunci g este funcţie strict descrescătoare pe (0,+ ).
c) Dacă x > 0 atunci şi x+1>0, deci g(x)>0 pe (0,+ ).
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d) Teorema lui Lagrange: Dacă funcţia continuă f:[a,b]R este derivabilă pe (a,b), atunci există

c(a,b) astfel încât )(')()( cf
ab

afbf





.

Aplicăm Teorema lui Lagrange funcţiei f (funcţie continuă pe (0,+ )) pe intervalul (n,n+1):
   1f n f n

n
 

1 n 
 ' nf c , cn (n,n+1). Ţinănd cont de definiţia funcţiei g, obţinem

     1 nf n f n g c   , ceea ce trebuia demonstrat.
e) Din punctul b) avem g este funcţie strict descrescătoare pe (0,+ ) şi n<cn< n+1 sunt numere naturale
pozitive      1 ng n g c g n   şi ţinând cont de punctul d) obţinem

       1 1g n f n f n g n     .
f) Verificarea prin inducţie:

10 Verificare:  Pentru n=1 
1 1 " "

1 2 1 1
A

 

20 Demonstrare:
 

*1 1 1... ,
1 2 2 3 1 1

k k
k k k

     
   

N şi demonstrăm pentru k+1:

 
 

  
1 1 1 1 1... ?

1 2 2 3 1 1 2 2
P k

k
k k k k k


    

     

Obţinem
  

 
     

  222 1 11 2 1
1 1 2 1 2 1 2

k k kk k k
k k k k k k k

   
   

        1k   
1
22

k
kk





,,A”.

Din 10 şi 20 relaţia este adevărată pentru orice n N*.

g) Folosind funcţia    
1

1
g x

x x



şi punctul e) obţinem:

pentru n=1:       1 2 1 12 (2) 1 1 ln ln
2 3 3 2 1 2

g f f g      
 

pentru n=2:       1 3 2 13 (3) 2 2 ln ln
3 4 4 3 2 3

g f f g      
 

pentru n=3:       1 4 3 14 (4) 3 3 ln ln
4 5 5 4 3 4

g f f g      
 

...........................................................................................................

pentru n-1 :          
1 1 1( ) 1 1 ln ln

1 1 1
n ng n f n f n g n

n n n n n n


        
    

pentru n :            
1 1 11 ( 1) ln ln

1 2 2 1 1
n ng n f n f n g n

n n n n n n


        
      

Însumăm aceste inegalităţi şi obţinem:

 
1 1 1 1 1... ln ln

2 3 1 2 2 1 2
n

n n n


    
   

şi obţinem

 
1 1 1 1 1 1... ln :

1 2 2 3 1 2 2 2
n

n n n


    
   

. Ţinând cont de punctul f), avem
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1 1 2 2 2 2ln
2 2 2

n n n
n n
  

  
 

2n 
   

2 2 2 2ln ln
2 2 2 2 2 2

n n n
n n n n

 
  

   
,n N*.

P.002.
Se consideră funcţiile f, g :R R, f(x) = x2, g(x) = ln(l + x2).

a) Să se calculeze f '(x), g'(x), x R.
b) Să se arate că f şi g au acelaşi punct de extrem local.

c) Să se calculeze  
 0

lim
x

g x
f x

d) Să se arate că pentru orice număr real x este adevărată inegalitatea f(x)g(x).

R. a) f’(x)=2x şi    '2

2 2

1 2'
1 1

x xg x
x x


 

 
b) f’(x)=0  x=0 şi g’(x)=0  x=0. În acest caz x=0 este punct de minim local pentru f şi g.

c)  
   

 
  

 
'22 '

2
'20 0 0 0 02

2

0 2lim lim lim lim lim 1 120ln 1 ln 1
1

L H

x x x x x

xg x x x xxf x x x
x

    

           


.

d) Considerăm funcţia      : ,h h x f x g x  R R ,    2 2ln 1h x x x   şi

  2

2 2' 2
1

x xh x x
x

  


32 2x x  3

2 2

2
1 1

x
x x


 

care are punctul de minim x0=0, adică h(x) h(x0) 

 2 2ln 1 0x x    x2 ln(1+x2) f(x) g(x).

P.003.
Se consideră funcţia f :RR , f x2x 1.

a) Să se calculeze f x, xR.

b) Să se calculeze    
0

0
lim
x

f x f
x


.

c) Să se arate că funcţia f este strict crescătoare pe R .

d) Să se calculeze
2

2

25 3lim
2 3x

x
x




.

R. a) f’(x)=(2x)’+1’=2x ln2 .

b)       0

0

0
lim ' 0 2 ln 2 1 ln 2 ln 2

defini
ţia

derivatei

x

f x f
f

x


     .

c) Folosim semnul derivatei. Din 2x>0 şi ln2>0, x R, avem f’(x)>0 şi atunci funcţia este strict
crescătoare pe R.

d)
 
 

'22 '

'2 2

25 325 3 0 50lim lim lim
2 3 0 2 3

L H

x x x

xx
x x  

       


25

x
4
2

x
25
2

 .
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P.004.
Se consideră funcţiile f, g : [0;1] R, f(x) = x arctg x şi g(x) = ln(1 + x2).

f) Să se demonstreze că 0 f(x)1 şi 0g(x)1,  x [0;1].
g) Să se determine f '(x) şi g'(x),  x [0;1].
h) Să se demonstreze că funcţia f – g este convexă pe [0;1].
i) Să se arate că f(x)g(x),  x [0;1].
j) Să se arate că    f x g x ,  x [0;1].

R. a)  
0 1

0,1 0 arctg 1
0 arctg

4

x
x x x

x 
 

    
 

.

b)     2 2

1' ' arctg arctg ' arctg arctg
1 1

xf x x x x x x x x
x x

        
 

.

   '2

2 2

1 2'
1 1

x xg x
x x


 

 
.

c)      2arctg ln 1f x g x x x x    . Pentru demonstrarea convexităţii folosim derivata a doua.

Notăm h:[0,1]R, h(x)=(f-g)(x) şi atunci h”(x)=        '' '' ''f g x f x g x   .

       
   

'2 2' 2

2 22 2 22 2

' 1 11 1 1 2'' arctg '
1 1 11 1

x x x xx x x xf x x
x x xx x

                    

2 2 2

2 2 2

1 1 2 1 11
1 1 1

x x x
x x x

   
        

21 x  22x

 22 2

2
1 1x x


 

.

 
     

 
 

     
 
 

'2 2 2 22 2 2

2 2 2 2 22 2 2 2 2

2 ' 1 2 1 2 1 2 2 2 12 2 4 2 2''
1 1 1 1 1

x x x x x x x xx x xg x
x x x x x

          
    

    

 
 

 
     

2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

2 12 2 2 2 2" 0, [0,1]
1 1 1 1

x x xh x x
x x x x

  
      

   
. Dacă derivata a doua este

pozitivă, atunci funcţia este convexă  f – g este funcţie convexă pe [0,1].
d) Din h”(x)0 funcţia h’ este crescătoare pe [0,1] şi din x0  h’(x)h’(0)=0. Din h’(x)0 avem
funcţia h este crescătoare. Adică x0  h(x)h(0)=0 f(x) – g(x)0  f(x)g(x),  x [0;1].
e) Din f(x) 0, g(x) 0,  x [0;1] şi f(x)g(x) obţinem    f x g x ,  x [0;1].

P.005.
Se consideră funcţiile fn:RR, n N* astfel încât f1(x)=-4x3+3x şi fn=fn-1°f1,  n N*,
n2.

a) Folosind egalitatea sin3x =3sin x-4sin3x,  x R, să se arate că f1(sin x)=sin3x,  x R.

b) Să se calculeze f2(sin x ), x R .

c) Utilizând metoda inducţiei matematice, să se demonstreze că fn (sin x) = sin(3nx),  n N*,
 x R.
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d) Să se calculeze   *

0

sin
lim ,k

k x

f x
l k

x
 N .

e) Să se calculeze 1 2
1

...lim
3

n
nn

l l l


   , unde lk  *kN este limita calculată la subpunctul d).

R. a) f1(sin x)= - 4(sin x)3 +3sin x=3sinx – 4sin3x=sin3x,  x R.
b)          2 1 1 1 2 1sin sin sin3 sin9 ,f x f f x f f x f x x x     R .
c) Metoda inducţiei matematice:
10 Verificare: pentru n=1 f1(sinx)=sin3x, „A” , x R, din a).
20 Demonstraţie: presupunem pentru n=k, fk(sinx)=sin(3kx), „A”, x R şi demonstrăm pentru n=k+1:
fk+1(sinx)=sin(3k+1x) ? „A”,  x R.
Calculăm              1

1 1 1sin sin sin sin3 sin 3 3 sin 3k k
k k k kf x f f x f f x f x x x
       este

adevărat. Din 10 şi 20  fn (sin x) = sin(3nx),  n N*,  x R.

d)  
0 0 0 0

sin sin3 sin3 sin3lim lim lim 3 3 lim 3 1 3
3 3

k k k
k k k k k

k k kx x x x

f x x x xl
x x x x   

 
         

 
.

e)
2

1 2
1 1

... 3 3 ... 3lim lim
3 3

n
n

n nn n

l l l
  

     
 . Calculăm

Pr
1

2 3 1 3 33 3 ... 3 3
3 1 2

ogresie
n ngeometric

ă

n
 

     


şi

înlocuim:
2 1 1

1 1 1

3 3 ... 3 3 3 1 3 3 1 1 1 1lim lim lim lim 1 1
3 2 3 2 3 2 3 2 2

n n n

n n n nn n n n

 

     

                   
.

P.006
Se consideră funcţia f:RR   212 xf x  .

a) Să se calculeze f’(x), x R.

b) Să se arate că, dacă x [1,2], atunci   1 11 0
2

x
x

    
 

.

c) Utilizând eventual inegalitatea de la punctul b), să se arate că, dacă x [1, 2], atunci 1 3
2 2
x

x
  .

d) Să se verifice că
 

 1 3 , [0,1]
2 2

f x
x

f x
    .

R. a)     2 2'2 1 1' 1 2 ln 2 2 2 ln 2x xf x x x         , x R.

b) x [1,2] 1x2 x-10  şi x2 1 1 1 1 0
2 2x x

   

 
1 0

1 11 01 1 20
2

x
x

x
x

  
          

.

c) Pornim de la   1 11 0
2

x
x

    
 

şi efectuăm calculele

 1 1 1 1 1 30 1 1
2 2 2 2 2 2

x x x x
x x x x
               .
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d) Din   212 xf x  , 1-x2 funcţie descrescătoare şi x [0,1]  f(1) f(x) f(0) 1 f(x)2. Aplicăm

punctul c) şi înlocuim pe x cu f(x) obţinem:
 

 1 3 , [0,1]
2 2

f x
x

f x
    .

P.007

Se consideră funcţiile f : ( 0 , ) R, f(x)=x -1 - x l nx şi g : ( 0 , ) R,    ln 1 2x
g x

x


 .

a) Să se calculeze f '(x), x (0, ).

b) Să se arate că f(x)0 oricare ar fi x (0, )
c) Să se calculeze  

0
0

lim
x
x

g x



.

d) Să se calculeze g'(x), x (0, ).
e) Folosind eventual punctul b) şi notaţia 1+2x = t, să se arate că funcţia g este descrescătoare pe

(1, ).

f) Să se arate că    3 2
1 2 2 1 2 3   .

R. a)      1' ' 1' ' ln ln ' 1 ln 1 ln 1 lnf x x x x x x x x x x
x

               , x (0, ).

b) f’(x)=0  -lnx=0  x=1
Tabelul de variaţie
x 0                   1                                   +
f '(x) + + + + + +  0 - - - - - - - - - - - - - - - - -
f(x) 0

Pe (0,1], f '(x)0  f este crescătoare, iar pe [1,+ ), ], f '(x) 0  f este descrescătoare şi atunci
punctul x0=1 este punct de maxim, deci f(x) f(0)=0,  x (0, ).

c)     '

0 0 0
0 0 0

2
ln 1 2 0 1 2lim lim lim 2

0 1

L H

x x x
x x x

x xg x
x  

  

       
 

.

d)  
   

     
'

'

2 2 2

1 2 2ln 1 2 1 ln 1 2ln 1 2 ln 1 2 ' 1 2 1 2'

x
x x x xx x x x x xg x

x x x


                 

   
 2

2 1 2 ln 1 2
1 2

x x x
x x

   



.

e) Din 1+2x=t >0  pentru x (1, ) şi        
 2

1 2 1 1 2 ln 1 2
' 0

1 2
x x x

g x
x x

    
 


deoarece numărătorul

este f(1+2x) 0 din punctul b). Dacă g’(x)0 atunci funcţia g este descrescătoare pe (1, ).
f) Din  2, 3 1, , 2 3   şi funcţia g descrescătoare avem    2 3g g 

           3 2ln 1 2 2 ln 1 2 3
3 ln 1 2 2 2 ln 1 2 3 ln 1 2 2 ln 1 2 3

2 3

 
          Fun

cţia logaritm natural fiind strict crescătoare, obţinem    3 2
1 2 2 1 2 3   .
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P.008

Se consideră funcţia  
2 2007 1: {2007} ,

2007
x xf f x

x
 

  


R R .

a) Să se calculeze   1 , {2007}
2007

f x x x
x

   


R .

b) Să se calculeze  ' , {2007}f x x R .
c) Să se arate că f este crescătoare pe intervalul (- ,2007).
d) Să se arate că f este convexă pe intervalul (- ,2007) şi concavă pe intervalul (2007, ).
e) Să se determine ecuaţia asimptotei oblice spre + la graficul funcţiei f.

R. a)  
2 2 21 2007 1 1 2007 1 2007 1 0

2007 2007 2007 2007
x x x x x xf x x x

x x x x
      

      
   

.

b) Metoda I.          
 

' '2 2

2

2007 1 2007 2007 1 2007
'

2007

x x x x x x
f x

x

        
 



    
 

2 2

2

2 2007 2007 2007 1 1 2 2 2007 2007
2007

x x x x x x x
x

        
 



2 22007 2007x x  

 2

1
2007x






 
 
   

22 2

2 2 2

2007 12 2007 2007 1 11
2007 2007 2007

xx x
x x x

     
   

  
.

Metoda II. Din a)    1 10
2007 2007

f x x f x x
x x

     
 

şi

 
   

'

2 2

1 1 1' ' 1 1
2007 2007 2007

f x x
x x x

          
.

c) (x+2007)2>0 pe (- ,2007) şi atunci f '(x)>0 f este funcţie crescătoare pe (- ,2007).
d) Pentru stabilirea convexităţii/concavităţii calculăm derivata a doua:

 
 

 
 

 
'' 2

2 4

2007 2 20071'' 1'
2007 2007

x x
f x

x x

          
      42007x   33

2
2007x

 


.

Semnul derivatei a doua este dat de semnul expresiei x-2007: pe (- ,2007), x-2007<0 şi f”(x)>0
 funcţia este convexă, iar pe (2007,+ ), x-2007>0 şi f”(x)<0  funcţia este concavă.
e) Ecuaţia asimptotei oblice este y=mx+n, unde

 
 

2 2

2

2007 1 2007 1lim lim lim 1
2007 2007x x x

f x x x x xm
x x x x x  

   
   

 
, iar

  
2 2 22007 1 2007 1 2007lim lim lim

2007 2007x x x

x x x x x xn f x mx x
x x  

      
        

1lim 0
2007x x


 


şi asimptota oblică spre + la graficul funcţiei este y=x.
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P.009
Se consideră funcţia f :RR, f(x)=arctg(x+2) – arctgx.

a) Să se calculeze f’(x), x R.

b) Să se calculeze
   

0

0
lim
x

f x f
x


.

c) Să se arate că funcţia f este strict crescătoare pe intervalul (- ,-1] şi strict descrescătoare pe
intervalul [-1, ).
d) Să se calculeze  lim

x
f x


.

e) Să se arate că  0 ,
2

f x x
   R .

R. a)        
   2 22 2

2 ' 1 1 1' arctg 2 ' arctg '
1 11 2 1 2

x
f x x x

x xx x


              

   
 

   2222

22

121
14

121
4411

xx
x

xx
xxx








 .

b)            
    5

4
15

4
01201

1040'
0

0lim0lim
2200

















f

x
fxf

x
fxf

xx
.

c) Pe (- ,-1), f '(x)> 0 şi f este funcţie strict crescătoare, iar pe(-1, ), f '(x)<0 şi f este funcţie strict
descrecătoare.

d)      0
22

arctg2arctglimlim 


xxxf
xx

, deoarece lim arctg
2x

x 


 .

e) Tabelul de variaţie al funcţiei
x - -1                           +
f '(x) + + + + + + + + +  0 - - - - - - - - - - - - - -
f(x) 0 maxim                          0

f (x) ≤ f (−1) = arctg 1 − arctg (−1) =
2
 , ∀x∈R.

x∈R      lim 1 lim
x x

f x f f x
 

    0 <f(x)
2
 , ∀x∈R.

P.010

Se consideră funcţiile f :RR   21
xf x
x




, : ,
2 2

g     
 

R , g(x) = arctg x.

a) Să se calculeze f(0) şi g(0).
b) Să se determine g’(x) – f ‘(x), pentru x R.
c) Să se calculeze    lim

x
f x g x


 .

d) Să se arate că g este strict crescătoare pe R.

e) Să se arate că  1 1
2 2

f x   , pentru orice x R.

f) Să se arate că 2 arctg
1

x x
x



, pentru orice x (0,+ ).
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R. a)   2

00 0
1 0

f  


şi  0 arctg0 0g   .

b)          
 

'2 2'
'

22 2 2

' 1 11' ' arctg
1 1 1

x x x xxg x f x x
x x x

            

     
2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2

1 1 2 1 1 2
1 1 1 1

x x x x x
x x x x

    
   

   
.

c)     2lim lim arctg 0 0
1 2x x

xf x g x x
x


 

        
.

d)   2

1' 0,
1

g x x
x

   


R şi atunci funcţia g este strict crescătoare pe R.

e) Calculăm    
 
   

22

2 2 2

11 1 2 1 10
2 1 2 22 1 2 1

xx x xf x f x
x x x

 
        

  
şi

   
 
 

 
   

222

2 2 2 2

2 1 11 1 2 1 10
2 1 2 22 1 2 1 2 1

x x xx x xf x f x
x x x x

    
        

   
, atunci

 1 1
2 2

f x   , pentru orice x R.

f) Considerăm h: (0,+ )R, h(x)=g(x)-f(x) şi h’(x)= g’(x) – f ‘(x)=
 

2

22

2 0
1

x

x



deci h este funcţie

strict crescătoare, adică 0<x0=h(0)<h(x)0<g(x)-f(x) f(x)<g(x) 2 arctg
1

x x
x



, pentru orice

x (0,+ ).

Soluţii probleme diverse

P.1. Se consideră funcţia f:R\{1} R,
2

( )
1

x mx nf x
x
 




(m,n parametri reali).

a) Să se determine m şi n astfel încât funcţia f să admită un extrem egal cu 1 în punctul x=0.
b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei de la b) în punctul de abscisă 3.

R.a) Pentru ca f să admită un extrem în punctul x=0 trebuie ca f '(0)=0 şi să-şi schimbe semnul.

Calculăm
 2 2

2 2

(2 )( 1) 2'( )
( 1) ( 1)

x m x x mx n x x m nf x
x x

       
 

 

f '(x)=0 -m-n=0m=-n şi din enunţ avem f(0)=1
1

n


=1n=-1 şi m=+1

b) Ecuaţia tangentei la grafic t:y-y0=m(x-x0)

y0=f(3)=11
2

, x0=3, m=f '(3)= 3
4
 t: y x  

11
2

3
4

3( )  3x-4y+13=0.
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P.2. Se consideră funcţia f:R-{-1,3}R,
2

2( )
( 3)
x axf x
x





.

a) Să se determine a R pentru care tangenta la graficul funcţiei în punctul de abscisă 1 este
paralelă cu axa Ox.

R.a) Tangenta la graficul funcţiei este paralelă cu axa Ox dacă panta tangentei la grafic, în x=1,
este nulăm=f '(1)=0. Avem:

   

 

22 2

4 4

2 2

4 3

( 3) (2 )( 3) 2( )(2 )( 3) 2( )( 3)'( )
3 3

( 3)(2 6 3 2 2 ) (6 ) 3
( 3)3

x x a x x axx a x x ax xf x
x x

x x x ax a x ax x a a
xx

             
 

       
 


f '(1)=06-a+3a=0a=-3.

P.3. Fie funcţia f:R-{-c}R,
2

( ) x ax bf x
x c
 




a) Să se determine a,b,c astfel încât graficul funcţiei să aibă asimptote dreptele de ecuaţii: x=1 şi
y=x+2, iar P(2,6) să fie un punct al graficului.

b) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei de la punctul b) în punctul de abscisă -1.

R.a) x=1 asimptotă verticală  1+c=0 c=-1 şi
2

1
lim

1x

x ax b
x

 
 



y=x+2 asimptotă oblică 
2

2

( )lim 1 lim 1
x x

f x x ax b
x x x 

 
  


şi

2 2 2 ( 1)lim 2 lim lim 2
1 1 1x x x

x ax b x ax b x x x a bx
x x x  

        
        

, rezultă a+1=2a=1.

Punctul P Gf f(2)=6 4 2 6 0
2 1

b b 
  


.

b) Ecuaţia tangentei la grafic: t: y-y0=m(x-x0); y0=f(-1)=0, x0=-1, 1 2 1 1'( 1)
4 2

m f  
   

1: ( 1)
2

t y x   x-2y+1=0.

P.4. Fie funcţia f:R R, f(x)=(x2+ax+1)ex, (a R).
a) Să se determine parametrul a pentru care funcţia este crescătoare pe R.
b) Pentru a=0 determinaţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei în punctul de intersecţie cu axa Oy.
c) Să se demonstreze că g:R (0,+ ), g(x)=(x2+1)ex este bijectivă, cu inversa derivabilă în punctul

1 şi să se calculeze derivata inversei în punctul 1.

R.a) f(x)=(x2+ax+1)ex . Dacă f '(x)0 f crescătoare
f '(x)=(2x+a)ex+(x2+ax+1)ex=ex[x2+x(2+a)+a+1]
ex>0  x2+x(2+a)+a+10, x R   0
=4+4a+a2-4a-4=a2  a2 0a=0
b) f(x)=(x2+1)ex. Ecuaţia tangentei la grafic: y-y0=m(x-x0), unde: x0=0, y0=f(0)=1 şi m=f '(0)=1.
Tangenta va fi: y-1=x  x-y+1=0
c) bijectivitatea: g strict crescătoare  g bijectivă
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g'(x)=2xex+(x2+1)ex=(x+1)2ex.
2 1lim ( ) lim 0;xx x

xg x
e 


  lim ( )

x
g x


 

x - -1 +
g'(x) + + 0 + +
g(x)

0
2
e

+

g'(x) 0 g strict crescătoareg bijectivă

Din: g bijectvă, g continuă, g derivabilă g-1 este derivabilă şi  g
g

   1 1
1
1

1
1

1
'
( )

' ( )
.

P.5. Se consideră expresia f(x)= 2 4 3x x  .
a) Să se determine domeniul funcţiei f definită prin legea f(x).
b) Să se stabilească domeniul de derivabilitate şi să se calculeze derivata funcţiei f. Precizaţi

monotonia şi punctele de extrem ale funcţiei f.
c) Stabiliţi intervalele de convexitate (concavitate) ale funcţiei.

R.a) Punem condiţia ca expresia de sub radical să fie pozitivă şi avem:
x2-4x+3 0 D=(- ,1] [3,+ ).

b)
 2 '

2 2

4 3 2'( )
2 4 3 4 3

x x xf x
x x x x

  
 

   
D'=(- ,1) (3,+ )

x - 1 2 3 +
f '(x) - - /////////////////////////////////// + +
f(x) + 0 ////////////////////// 0 +

Funcţia are puncte de extrem local în 1 şi 3.

c)

   

 

2 2

2

2 2

2 ' 4 3 ( 2) 4 3 '
"( )

4 3
1 "( ) 0

4 3 4 3

x x x x x x
f x

x x

f x
x x x x

      
 

 


  
   

Funcţia este concavă pe D.

P.6. Se consideră funcţia f:R R, f(x)=e-x(x2+x-5).
a) Calculaţi limitele funcţiei spre – şi + .
b) Să se stabilească domeniul de derivabilitate şi să se calculeze derivata funcţiei f.
c) Precizaţi monotonia şi punctele de extrem ale funcţiei f. Alcătuiţi tabelul de variaţie al funcţiei.

R.a)    2lim 5x

x
e x x


         

2 ' '5 2 1 2lim ( ) lim lim lim 0
L H L H

x x xx x x x

x x xf x
e e e   

                   
b)          2 2 2'( ) ' 5 5 ' 5 2 1x x x xf x e x x e x x e x x e x               

   2 25 2 1 6x xe x x x e x x            D'=R.

c) f(x)=0 x2+x-5=0 1,2
1 21

2
x  


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f '(x)=0 –x2+x+6=0 x1=-2; x2=3
x -

2
211 -2 0

2
211 3 +

f '(x) - - - - 0 + + + + + 0 - -
f(x) + 0

Ox
-

3e2
min

-5
Oy

0
Ox

max
7e-3

0

P.7. Se consideră funcţia f:(-1,1) R, f(x)=ln(1-x2).
a) Să se calculeze limitele la capetele domeniului de definiţie.
b) Să se stabilească domeniul de derivabilitate  şi să se calculeze derivata funcţiei f. Precizaţi

monotonia şi punctele de extrem ale funcţiei f.
c) Să se stabilească intervalele de convexitate (concavitate).

R.a)  2

1 1 1
1 1 1

lim ( ) ln lim 1 lim ( )
x x x
x x x

f x x f x
  
  

 
     
 
 

b) 2

2'( )
1

xf x
x

 


D'=R-{-1,1}

x -1 0 1
f'(x) - + 0 - +
f(x) ///- 0 - ///

crescătoare         descrescătoare

c)
 

2

22

2( 1)"( )
1

xf x
x


 


 f "(x)<0 f concavă pe D.

P.8. Se consideră funcţia f: R R, f(x)=3-2x-2 3-x.
a) Să se calculeze limitele funcţiei spre + şi – .
b) Să se stabilească domeniul de derivabilitate şi să se calculeze derivata funcţiei f. Precizaţi

monotonia şi punctele de extrem ale funcţiei f.
c) Să se determine punctele de inflexiune ale funcţiei f.

R.a)
21 1( ) 2 lim ( ) 0

3 3x x x
f x f x



         
   

 2lim ( ) lim ( ) lim 3 2 3 lim 3 (3 2)x x x x

x x x x
f x f x

   
         .

b)  2'( ) 2 3 ln3 2 1 3 ln3 2 3 ln3 (1 3 )x x x xf x                 
 f e derivabilă pe R; f '(x)=0  x=0 şi f '(x)>0 pentru x>0

x - 0 +
f '(x) - - 0 + +
f"(x) -1

c) -2 2"( ) -2ln3 (-2) 3 ln3 2ln3 ( 1) 3 ln3 2ln 3 (2 3 1) 3x x x xf x               

f "(x)=0 1 ln 23 ln3 ln 2
2 ln3

x x x        punct de inflexiune.
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P.9. Se consideră funcţia f:R R, 1 2( ) 7 2 ln 25 5 5x xf x x      .
a) Să se stabilească domeniul de derivabilitate al funcţiei şi să se calculeze derivata funcţiei f.

Precizaţi monotonia şi punctele de extrem ale funcţiei f.
b) Determinaţi numărul punctelor de inflexiune.

R.a) f '(x)=2ln25-5x-ln+52-xln5= 2ln52-5x-1ln5+52-xln5= 4ln5-5x-1ln5+52-xln5=ln52-x-5x-1+4)
 f este derivabilă pe întreg domeniul de definiţie R.

f '(x)=0  52-x-5x-1+4=0 care cu substituţia 51-x=t se transformă în 15 4 0t
t

   

5t2+4t-1=0 cu soluţia pozitivă 1
5

t  de unde 51-x=5-1, deci x=2.

Pentru x>2  f '(x)<0 adică f strict descrescătoare, iar pentru x<2  f '(x)>0, adică f strict
crescătoare şi x=2 fiind punct de maxim pentru f.
b) f '(x) e derivabilă pe R şi f ''(x)=(-52-x-5x-1)ln25=-(52-x+5x-1)(ln5)2<0 pentru orice x R, deci f nu
are puncte de inflexiune.

P.10. Se consideră funcţia f:DR, (D este domeniul maxim de definiţie),
21( ) ln 1 , , 0

1
a xf x arctg x a a

ax a


    


R .

a) Să se determine a astfel încât    2lim '
x

x
a x f x e


    .

b) Pentru a=-2 să se determine domeniul de derivabilitate al funcţiei obţinute. Să se stabilească
intervalele de monotonie ale funcţiei obţinute.

R. a) Domeniul de definiţie al funcţiei: 1 11 0 \ax x D
a a

        
 

R .

Calculăm derivata funcţiei:    
' '

2
2 2

1 1 1' 1
1 11

1

a xf x x
ax aa x x

ax

              
1

1 2ax


 2 2 2 2a x a ax  

 

2

21

x

ax





      
 2

' 1 1 '

1

a x ax a x ax

ax

    





2

1 2 2
1a x

  
 2

x   
2 2 2 2 22

1 1
1 11

ax a x a x
a x a x a xx

   
   

   

1 ax 2a ax 

  22 2 2

1
11 1

x
a xa x a

  
  

21 a

 21 a   2 2 2 2 22

1 1 1 1 11
1 1 1 1 11

x x x a x
a x x a x x a x ax

                
.

  lim ' lim
x

x x
a x f x a

 
     2

1
1

a xx
x a


  



2 2

2 2

1 1lim lim
1 1

x xx

x x

x ax x ax
x x 

        
             
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 

 

 

 
2 2

2

2

1
1 1
1

1lim 1
lim

1
22

1 1lim 1 lim 1
11
1

x

x
x

ax
x

x x
ax

x e x axx
ax

x x

ax
e e

xx
ax




 


 
 

      


 

 
  
                         

şi vom obţine:

2 2 2ae e a a        .

b) Pentru a=-2 obţinem funcţia:   22 1 ln 1
1 2 2

xf x arctg x
x


  


şi

   2 2 2

1 2 1 2 2'
1 2 1 2 2 1

x x xf x
x x x

   
    

   
. Domeniul de derivabilitate este acelaşi cu domeniul

de definiţie al funcţiei: 1\
2

D    
 

R . Tabelul de variaţie al funcţiei:

x - -2 1
2

 +

f '(x) - - - - - - - - - - - 0 + + + + |+ + + + + + + + + +
f(x) ln 5

2
|

Pe (- ,-2], f '(x) 0  funcţia este descrescătoare;

Pe (-2, 1
2

 ) ( 1
2

 ,+ ), f '(x)>0 funcţia este crescătoare.
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