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I. Limite de functii

Notatii: /:D—R, DcR, a - punct de acumulare a lui D;

1. Definitii ale limitei

Definitia 1.1. 1im f(x) =/,/ € R, daca pentru orice vecindtate V a lui | existd o vecindtate
Xx—>a

U a lui o astfel incdt VxeDNU, x#a, sd rezulte f(x)eV.
Definitia 1.2. |im f(x)=1,/€R, daca pentru orice sir (xy)n>, x,€D\{0t}, avind

xX—>a
lim X, =« rezultd lim f(x) =1 (criteriul cu siruri),
n—»0 n—»0 .
Definitia 1.3. lim f(x) =1,/ €R, daci V>0, 35, >0 astfel incit VxeD\{a} si |x - ol < 5,
xX—>a

rezultit| fix) - I <¢;
Definitia 1.4. lim f(x) =/ ,dacd I,= [,=], unde [, = 1im f(x) si [, = lim f(x).

X—>>a Xx—>a x—>a
x<a x>a

2. Operatii cu limite de functii
/:D->R, gD>R, - punct de acumulare a lui D, lim f(x) =/, lim g(x)=1,,1,:€R;
Xx—>a xX—>a
Lm0 +g(x) =1 +1,;

X—=>a

2lim/ (x)-g(x) =4 -1y;

x—>a

3imef () = a-1; ©.1)

4.daca [, # O,IimM !

2
o &)

3. Limite tip

Llim(agx" +ax"" +..+a)=a,a" +aa"" +..+a
Xx—>a

n

. -1 ) .
lim (ayx" +a,x"" +...+a,)= lim a,x"; 0.2)
x—+tw X—>Fo0

n n—1 n n—1
aox +a1x +...+Cln _ aoa +a1a +...+Cln

2'hm m m—1 o m m-1
w—abyx™ +bx" +..+b, ba” +ba" +..+D,

agx" +ax"" +..+a a,x"
lim — 1 ~ = lim —
soto by x™ + b X" .+ b, ot byx”

3-lim%=%,aeR+,neN,n22; lim&/x =, 1im 2Vx = —w;

; (0.3)

Xx—>a X—>00 X—>—0
*
4. lima  =a“,aeR,aeR, \{l};lima" =, lim a" =0, dacia> 1;
xX—>a X—>00 X—>—00

lima* =0, lima® =w,daci0<a<1l;

X—>00 X—>—00
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5. limlog,x=log, a,a > 0finita,x € Ri \{1}; limlog, x =—o si limlog, x =+ dacida

x—a x—0 X—>0
x>0
>1; limlog, x =+o0 si [imlog, x =—o0 dacd 0 <a< 1;
x—0 X—>00
x>0

. ) T
6. limsSinx=sina, [imCOSX =CosSc ; 1imtgx:tga,a¢5+7r2,

X—>a Xx—>a Xx—>a
limcigx =ctga,a € 2 ; lim {gx =0, lim Igx = —o0;
X—>a T V3
X—>— X—>—
2 2
T T
xX<— xX>—

limcigx =, [imcigx = —00;

x—0 x—0
x>0 x<0

7. limarcsinx = arcsina,a €[—1,1], limarccos x = arccosa,ax €[—1,1];
x—=a x—a

T
limarctgx = arctga,a € R, lim arcctgx = arcctga,a € R; lim arctgx = —5,

X—>a Xx—>a X—>—00
) T

lim arcigx = —

X—>00 2

lim arccigx =, lim arcctgx = 0;

X—>—00 X—>0

. sinx . Igx . arcsinx . arctgx

8. lim =1, lim——=1, im———=1, lim =1;
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X

n

9. 1imx—x=0,Vn e/Z,a>1;

x—wo A

X 1
10. lim (l—i-lj =e,lim(l+x)* =¢;

x—>+too X x—0
In(1+ x
11. lim—( )21;
x—0 X
a’ —1
12. lim =Ilna,a>0,
x—0 X
1+x) -1
3 gim =l v e R,
x—0 X

4. Regulile lui I'Hospital

Fie 7 un interval pe axa reala si xoun punct de acumulare al lui I. Fie f si g doua functii definite pe
N{xo}. Daca:

1.lim f(x)=1lim g(x)=0;
2. f'si g sunt derivabile pe I\{x¢};
3.8'(x0)#0, Vxel\{x,};
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lim /(x,)

X—)XO

4. exista =1/, e R, atunci

lim g'(x,)
a) g(x)#0, Vxel\{x,} si

b) GO CO 0.4)
=% g(x) % g'(x)

4. Continuitatea functiilor

Definitia 4.1.Fie f:D—R, x,€D, x,—punct de acumulare a lui D, f este continud in x,,

dacd lim f(x)=1lim f(x)=1lim f(x)= f(x,), 1ar x, se numeste punct de continuitate. (0.5)
x~>x0 x~>x0 XA)XO

Definitia 4.2. Fie aeD, a este punct de discontinuitate de prima speta daca existid i sunt
finite limitele laterale in q, dar functia nu este continud in o
Definitia 4.3. Fie aeD, «a este punct de discontinuitate de speta a doua dacd nu este de prima

spetd.
Teorema. Dacd f:I—>R, [ — interval si f continud pe I, atunci J = f(I) este interval ( o functie
continud pe un interval are proprietatea lui Darboux pe acel interval).

I1. Functii derivabile

1. Definitia derivatei intr-un punct
fE—>R, x,€E, x, — punct de acumulare a lui E:
. S-S (x)
> lim————
X—X

XA)XO

= f'(x,) existd si este finitd (0.6)

> f'(xg) = lim ACIRACT), (0.7)
XX, X =Xy

X<Xx,
X)— X,
> fi'(x) = lim S ()= f (%) (0.8)
XX, X — Xy
x>Xx,
» o functie este derivabild Intr-un punct xg < f’(xg) = f; '(x0) =fa'(x0) (0.9)

Interpretarea geometrica:

- daca f’(xg) €R, atunci aceasta reprezintd panta tangentei la graficul functiei in punctul xo, m=f""(xo).

daca f’(xg)eR, Y -flxo) =f(x)(x — x0) (0.10)
este ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul 4(x,f(xy));

- daca f este continua in xy, f;'(xg) = +o, f;'(xg) = -0, sau invers, xy este punct de Intoarcere al
graficului;

- daca feste continua in x, si exista derivatele laterale in x,, cel putin una fiind finita, dar f nu este
derivabila 1n xy, xy este punct unghiular al graficului.

2. Reguli de derivare

1,.g.E>R, f,g derivabile in xeE:
L+ 'x)=rx)+g'Kx): (0.11)
2. (cf)’(x) =cf'(x), ceR; (0.12)
3. (f9)'(x) =1 (x)gk) + fix)g'(x) (0.13)
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4. daca g(x)#0, (

/
g

J(X)=

f(x)g(x) - f(x)g'(x)
g% (x) ’

(0.14)

5. derivata functiei compuse: daca f:I—>J, g:J>R, f derivabila in xpel si g derivabild in

Yo = f(xo), atunci (gof) '(xo) = g’ (vo)f " (x0);

(0.15)

6. derivate functiei inverse: daca f:I—J continua, bijectiva si derivabila in xy cu f’(xy) =0, atunci

/I este derivabild in yo=f(xy) sif ™~ (vg) = . (0.16)
S'(x)
Definitie:
Punctele critice ale unei functii derivabile sunt radacinile (zerourile) derivatei intai. (0.17)

3. Derivate de ordin superior

Fie f/IcR—>R, x,€1, o functie derivabila. Spunem ca f este de doua ori derivabila in x¢ daca exista si

este finita:

SO =) _

lim

X—>Xq X — 'x()

=J1"(%)

4. Derivatele functiilor elementare

Functia (conditii)

Derivata (conditii)

(0.18)

5. Derivatele functiilor compuse

Functia (conditii)

Derivata (conditii)

¢, (constanta) 0
X", neN* "’
X, reR, x>0 "
x i
X
s —F,X> 0
log,x, I 1
azl, a>0, x>0 Ina x
In x, x>0 1
X
ax, a¢]) a>0} x>0 ax In a
x X
e
sin x COS X
COS X -sin x
tgx 1
2
,x¢(2k+1)%,keZ s A
ctgx,x#km,keZ 1
sin’ x
arcsin x, xe[-1,1] ! ,xe(-L1)
1-x°
arcos x, xe[-1,1] _l+xz,xe(—1,l)
arctg x 1
1+ x*
arcctg x 1

u" neN* "’
u', reR, u>0 w
1
Nu,u>0 M w0
24u
log,u, 1
azl, a>0, u>0 Ina u
In u, u>0 |
_-u
u
a’, a=l, a>0 ad'lnau’
¢" e'u’
sin u cosuu’
cos u -sinuu’
tg u, cos u=0 1 \
‘U
cos’ u
ctg u, sin u=0 1 .
— - 2 .u
sin” u
arcsin u, ue[-1,1 1
[-1.1] ~u',ue(—l,1)
1—u®
arccos u, ue[-1,1 1
LI -u',ue(—l,l)
1—u?
arctg u 1 o
1+u?
arcctg u 1 "
1+u’
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II1. Proprietati ale functiilor derivabile
Definitie: Fie f:I>R, cu IcR, interval.
1. Spunem ca punctul x€l este un punct de maxim local strict pentru f, daca exista o

vecinatate U a lui xo, astfel incat: f(x) < f(x,), VxeUnN (I \ {xo}) . (0.19)
2. . Spunem ca punctul xocl este un punct de minim local strict pentru f, daca exista o
vecinatate U a lui xo, astfel incat: f(x) > f(x,), VxeUnN (1 \ {xo}) . (0.20)

Teorema lui Fermat:
Fie £1—>R derivabila pe I. In orice punct extrem local din interiorul lui I, f” este nula.
Teorema lui Rolle:
Daca functia continud f:[a,b]—>R este derivabila pe (a,b) si fla) = f(b) atunci exista ce(a,b)
astfel incat ’(c) = 0.
Teorema lui Lagrange:
Daca functia continud f:[a,b] >R este derivabild pe (a,b), atunci exista ce(a,b) astfel incat

f(b)_f(a) :f'(C)
b—a
Consecinte ale Teoremei lui Lagrange:
1. Fie f:E—R o functie derivabila si /<E un interval.
- Daca Vxel, avem f'(x)>0, atunci functia este strict crescatoare pe /. (0.21)
- Daca Vxel, avem f'(x)<0, atunci functia este strict descrescatoare pe /. (0.22)
2. Fie fi(a,b) >R o functi derivabila si c€(a,b). Daca f' se anuleaza in ¢ schimbandu-si
semnul, atunci ¢ este un punct de extrem local pentru f.
Teorema. Daca functia f este continua si derivabila pe / (/ — interval deschis), atunci:
1. 1intre doua radacini consecutive ale functiei existd cel putin o raddcind a derivatei;
2. 1intre doua radacini consecutive ale derivatei exista cel mult o radacina a functiei.
Teorema lui Cauchy:

Daca f,g:[a,b]>R continue pe [a,b], derivabile pe (a,b) si g’(x)#0, Vxe(a,b) atunci Ice(a,b)
f®)-f@ _ f'(©)
gb)-gla) g'(c)

Functii convexe si functii concave
1. O functie este convexa pe un interval real (a,b), daca pentru Vxi,x,(a,b) graficul functiei pe
intervalul (x;,x;) este situat sub segmentul de dreapta care uneste punctele (x1,/(x;)) si (x2,/(x2)).
(0.23)
2. O functie este concava pe un interval real (a,b), dacd pentru Vx;,x,€(a,b) graficul functiei pe
intervalul (x;,x;) este situat desupra segmentului de dreapta care uneste punctele (x;,f(x;)) si

astfel incat

(r2,/0x2)). (0.24)
Propozitia
1. Daca functia f are derivata de ordinul al doilea strict pozitiva (f "(x)>0) pe intervalul (a,b),
atunci f este strict convexa pe (a,b). (0.25)
2. Daca functia f are derivata de ordinul al doilea strict negativa (f "(x)<0) pe intervalul (a,b),
atunci f este strict concava pe (a,b). (0.26)
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IV. Asimptote

IV.1. Asimptote orizontale (D—R)
Definitia IV.1.1. Daca lim f(x) =1 sau lim f(x)=1[,,,eRsi/sau l,eR, dreptele y=I,

X—>+0 X—>—0

si/sau y=I[, sunt asimptote orizontale a lui { spre +o, respectiv -co (0.27)

IV.2. Asimptote oblice (f:D—R)

X
Definitia IV.2.1. Daca |im S () =m#0si lim[f(x)—mx]=n,m,neR dreapta

x—o X X—>+00
y=mx+ n este asimptota oblica a lui { spre +. (0.28)

X
Definitia 1V.2.2. Dacd |im S () =m'#0si lim[f(x)—m'x]=n',m',n'e R dreapta

x—>o X X—>+00
y=m’x + n’ este asimptota oblica a lui { spre -. (0.29)

IV.3. Asimptote verticale (:D—R)

Definitia IV.3.1. Daca lim f(x) =1, a - punct de acumulare a lui D, dreapta x=a este
xX—>a
x<a

asimptotd verticald la stdnga a lui f. (0.30)

Definitia 1V.3.2. Dacd |im f(x) =20, « - punct de acumulare a lui D, dreapta x=a este

x—>a
x>a

asimptota verticald la dreapta a lui f. (0.31)
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Probleme propuse bacalaureat 2008

2
X

P1. Se considera functia £ R\{-1} >R, f(x)= =
X+

a) Sa se calculeze derivata functiei /.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.
¢) Sa se demonstreze ca f{x) < -4 pentru orice x < -1.

P2. Se considera functia /: R —R, f(x) =e*-e .

a) Sa se calculeze limw.

x—0 X

b) Sé se arate ca functia f este crescatoare pe R.
¢) Sa se calculeze S = g(0) + g(1) +... + g(2008), unde g: R — R, g(x)=f"(x)-f"(x) si f™" reprezintd
derivata a doua a functiei 1.

P3. Se considera functia f: (0,+) — R, f(x)= Inx

Jx
a) Sa se calculeze derivata functiei /.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

¢) Si se demonstreze ci 35 <55,

P4. Se considera functia R—R, f{x) = x + ™.

a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se arate ca f'este descrescatoare pe (-o0,0] si crescatoare pe [0,+00).

¢) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice catre +oo la graficul functiei f'.

P5. Se considera functia £ R—R, f{x) = x*** -2008(x-1)-1.

a) Sa se calculeze f(0) + /' (0).

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul de abscisa xo = 1.
¢) Sa se arate ca f'este convexa pe R,.

P6. Se considera functia f: [0,+4)—R, f(x)= X2 1 .
x+1 x+2
a) Sd se calculeze lim f(x).
X—>+00
b) Sa se verifice cd f'(x) = ! + ! s-oricare ar fix 20.

(x+1)2 (x+2)

¢) Sa se demonstreze ca %S f(x) <2 pentru orice xc[0,+4).

P7. Se considera functia fR—R, f{x) = ¢" + x” .

a) Sa se calculeze linllL_{(l).
X—> X —

b) Sa se demonstreze ca functia f nu are asimptota catre +oo.
¢) Sa se demonstreze ca functia f este convexa pe R.

10
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P8. Se considera functia f: (0,+)\{e} >R, f(x)= 1+ in ay
—Inx
a) Sa se calculeze f(1)+ f (lj
e
b) Sa se verifice ca f'(x)= ;2 ,V xe(0, o)\{e}.
x(1-Inx

¢) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre +oo la graficul functiei 1.

=/P9. Se considera functia £ R—R definita prin fx) = ¢"(ax’+bx + ¢), unde a,b,ccR.
a) Sa se calculeze lim f'(x) pentrua=1,b =c=0.
X—>00

b) Sa se verifice ca f'(0) - {0)=b.
¢) Sa se determine a,b,ceR, astfel incat (0) =0, f'(0)=1s1f"(0)=4.

xP—x,x>1
—x*+x,x<1

%' P10. Se considera functia fR—R, f(x)= {

a) Sa se studieze continuitatea functiei fIn punctul xo = 1.
b) Sa se calculeze /"(0) + f"(2).
¢) Sa se studieze derivabilitatea functiei f'in punctul xo = 1.

#/P11. Se considera functia f: (0, +oo)—R. definitd prin f(x) =%+ ( 1 )2 |
x x+1

a) Sa se calculeze f'(x), x(0,00) .
b) Sa se demonstreze ca functia f'este descrescatoare pe intervalul (0,+00).

¢) Si se calculeze lim x° f'(x).

X—>+0

#'P12. Se considera functia f: (0,+e)—R. definita prin f{x)= x -2Inx .
a) Sa se calculeze f'(x), x€(0,+e0).

b) Sa se demonstreze ca functia f'este convexa pe intervalul (0,+e°).
2

¢) Sa se demonstreze ca f(x)> ln%, WV x€(0,+2).

X

e

%' P13. Se considera functia f/: R\{-1}—R, definita prin f(x)= "
X+

a) Sa se verifice ca f'(x) = oricare ar fi xeR\{-1}.

xe
(x + 1)2
b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre -co la graficul functiei 1.
¢) Sa se demonstreze ca f{x) > 1, pentru orice x > -1.

%' P14.Se considera functia f: (0,+c0)—R definitd prin f(x)= ln_x
X
a) Sa se calculeze f'(e).
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale spre +o a graficului functiei /.
¢) Sa se demonstreze ca x° <e" pentru orice x > 0.
11
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=/P15. Se considera functiile f,:R—R, date prin fo(x) =e™-1si f, ., (x) = fn (x) pentru orice neN.

a) Sa calculeze f1(x), xeR.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre + a graficului functiei f; .

¢) Sa se calculeze lirr(}fz(Li—x_l.
X—> x
) ) e —1, x<0
P16. Se considera functia f: R — R de forma f(x) = ,unde a=R.
X +x+a, x>0

a) Sa se determine acR astfel incat functia f'sa fie continua in punctul xy = 0.
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abscisa -1.

S +1

¢) Sa se calculeze lim ~— .
x>0 x4 X

P17. Se considera functia f:R*—R, definita prin f(x) = e_z.
X
a) Sa se calculeze f'(x), xeR*.

b) Sa se demonstreze ca functia f este descrescatoare pe (0,2].

¢) Sa se arate ca 2e" <36

P18. Se considera functia £ R—>R, fix) = (x +1)* +(x-1).
a) Sa se verifice ca f'(x) = 4x pentru orice xcR.

/@)

2

b) Sa se calculeze lim

X—>+0  x
¢) Sa se demonstreze ci f'(x) <¢™*-1, pentru orice x€R.
— . Inx
P19.Se considera functia f:(0,+0)—R, f(x) = —-.
X
a) Sa se calculeze f'(x), xe(0,00).
b) Sa se calculeze lim f(x).

X—>+0

1 :
¢) Sa se demonstreze ca 0 < f(x) < 2—pentru orice x € [\/g,+oo).
e

X

P20. Se considera functia £:[0,1]—>R, f(x) = ¢ 5
X+
a) Sa se calculeze f'(x), xe [0,1].
b) Sa se verifice ca f{0) + f r(o):% .
¢) Sa se demonstreze ca 3 < <2, Vx€e[0,1].
e [f(x)
2
P21. Se considera functia £:R\{1}—R, definita prin f(x)= Lxl-i-Z
x —

a) Sa se calculeze f'(x), xéR\{1}.
b) Sa se demonstreze ca functia f'admite doud puncte de extrem.
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice catre +oo la graficul functiei 1.

12
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P22. Se considera functia f: (0,+00)—R, fix) = x -elnx .
a) Sa se calculeze f'(x), xc(0,).
b) Sa se calculeze lim& .

e f(x)

¢) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

P23. Se considera functia fR—R., fix) = (x*2x + 1)e".
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.
b) Sa se determine numarul punctelor de extrem ale functiei 1.

AC) ‘IJ |
f()

¢) Sa se calculeze lim){

X—>0

4

P24. Se considera functia £:(0,+0)—R, definitd prin f(x) = x?— Inx.

a) Sa se calculeze f'(x), xc(0,).
b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei 1.

x' -1

¢) Sa se demonstreze ca In Jx < pentru orice x & (0,+0).
P25. Se considera functia :R—R definita prin f{x) = ¢"-x .

a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se demonstreze ca f{x) > 1 pentru orice xcR.

¢) Sa se scrie ecuatia asimptotei oblice catre - la graficul functiei /.

P26. Se considera functia f:R—R definita prin f{x) = ¢ - x -1.
a) Sa se calculeze derivata functiei /.

b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

¢) Si se arate ci €% -1>1004-2009 - (e-1).

P27. Se considera functia £:(0,+<)—R, f(x) = ln_x
X
a) Sa se calculeze f'(x), x€(0,00).
b) Sa se studieze monotonia functiei f.
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale la graficul functiei f'.

1
P28. Se considera functia FR—R, f(x)=1e¢
In x, x>1

e —1, x<l1

a) Sa se studieze continuitatea functiei /' in punctul xo = 1.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei cétre -co la graficul functiei 1.
¢) Sa se arate ca functia feste concava pe (1, + ).

P29. Se considera functia £:(0,+90)—R, fix) = x-Inx.

a) Sasearateca f{1)-f'(1)=1.
b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei /.

13
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¢) Sa se calculeze lim@.

X—>0 X

P30. Se considera functia fR—R, f{x) = x> + ¢".
a) Sa se calculeze limw.

x—0 X

b) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.
¢) Sa se rezolve in R ecuatia f'(x)-f "(x) + fix) = €*-3 .

P31. Se considera functia /: (0, +)—R, f{x) = x’Inx.
a) Sa se arate ca f'(x) = x(2lnx + 1), oricare ar fi x(0,+).
b) Sa se calculeze lim&.

oo xlnx

< < 1 :
¢) Sa se demonstreze ca f(x)> 5y’ pentru orice x > 0 .
e

P32. Se considera functia R—R, f(x)= x—iv .
=

a) Sa se calculeze f{0) + f(0).
b) Sa se arate ca functia f este concava pe R.
¢) Sa se demonstreze ca panta tangentei in orice punct la graficul functiei f este mai mare decat 1.

2e"

T

xX+e

P33. Se considera functia £:[0, +0)—R, f(x)=1-

2e* (1 - x)

a) Sa se verifice cd f'(x) = ==, pentru orice xe[0,+ o).

(x +e )
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre +oo la graficul functiei 1.

< « l-e .
¢) Sdsearateca —1< f(x) < oo’ oricare ar fi x>0.
+e

P34. Se considera functia fR—R definita prin fx) = (x* + 2x + 3)e" .
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se determine limM.

x—0 X
¢) Sa se demonstreze ca functia /' este crescatoare pe R.

1—
P35. Se considera functia f:(0,+00)—R definita prin f'(x) = Jx .

1+/x
a) Sé se verifice cd f'(x) = ——————, pentru orice x > 0.

1
Jx (1 ++/x )
b) Sa se determine ecuatia asimptotei cétre +oo la graficul functiei /.
¢) Sa se demonstreze ca pentru orice x€(0,2] este adevarata inegalitatea Jx - ') < f(x).

P36. Se considera functia fR—R definita prin fx)=(x>-3x- 3)¢".
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

14
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b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale spre -oo la graficul functiei 1.
¢) Sa se arate ca tangenta la graficul functiei £, dusa in punctul de coordonate (xo, f{(xy)), unde xo = -2,
este paraleld cu axa Ox .

P37. Se considera functia f:[1,+00)—R definitd prin f(x) = x—Inx .
x+Inx
a) Sa se verificeca f(1)+ f(e) = 2Ze )
l+e
2(Inx-1)

b) Sa se arate cd f''(x) = oricare ar fi xe[1,+ o).

2

(x +Inx
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei catre +oo la graficul functiei g:[1,+ c0)—R definitd prin
S(x
g(x)= k) 7
(f(x)+1)
. . x* -1
P38. Se considera functia /:R—R, f(x)=— =
X+

a) Sa se calculeze f'(x), xeR.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei .

¢) Stiind cd g :R* —R este functia definita prin g(x)= f(x)+ f (lj , s se determine
x
2010

g(x)+g(x2)+g(x3)+...+g(x2008)+x

lim
x2009

x—0

P39. Se considera functia £:(0,+0)—R, fix) = Inx-x +1.
a) Sa se calculeze f'(x), xe(0,0).
b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei /.

2008
X

¢) Si se rezolve in (0,+o0) ecuatia f (xzoo8 ) +f ( L j =0.

P40. Se considera functia £:(0,+<)—R, f(x)=x’ —i.

2
X

a) Sa se calculeze f'(x), pentru x&(0,+°).
b) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul de abscisa xy = 1.

¢) Sa se calculeze limM.
X—>0 X
2x—1

X —

P41. Fie functia fi(1,+00)—>R, f(x) =

a) Sa se calculeze f'(x), x&(1,00).

b) Sa se verifice ca lirr%LQF(Z) =-1.
x> X —

¢) Sa se arate ca functia f este descrescatoare pe intervalul (1,+o).

P42. Se considera functia fR—R, f{x) = x**" + 2008" .
a) Sa se determine f '(x), xeR.

15
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b) Sa se demonstreze ca functia f'este convexa pe R.

' —f"Y0
¢) Sa se calculeze 1il’I(}M.
X—> X
xt—x+1
P43. Se considerd functia R—R, f(x)=———.
x +x+1
a) Sa se determine ecuatia asimptotei catre -co la graficul functiei 1.

2(x" 1)

b) Si se arate ca f’(x):( - )
x +x+1

>, pentru orice x€R.

. 2
¢) Sa se demonstreze ca oricare ar fi xR avem 3 < f(x)+ f(xz) <4,

P44. Se considera functia fR—R, f{x) = x* + ¢".
a) Sa se verifice ca f'(0) = 1.
b) Sa se arate ca functia f'este convexa pe R.

¢) Sa se calculeze limm )
X—>0 e

P45. Se considera functiile £, g:R—R, f{x) = (x-1)e" si g(x) = xe" .

a) Sa se verifice ca f"'(x) = g(x) pentru orice xeR.

b) Sa se determine ecuatia asimptotei spre -o la graficul functiei g .

¢) Dacéd /=R este un interval, sa se demonstreze cd functia g este crescatoare pe / daca si numai dacd
functia f este convexa pe 1.

2
P46. Se considera functia f/:R\{1}—R datd prin f(x)= al +13 :
x —

X —2x-3
)
b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei f-

¢) Sa se demonstreze ca pentru orice a<l si b>1 are loc inegalitatea f (a) -f (b) <-8.

a) Sa se arate ¢ f'(x) pentru orice x # 1.

P47. Se considera functiafi[1,+0)—R , fix) = x — 2Inx
a) Sa se calculeze f'(x), xe[1,).
b) Sa se arate ca functia f este descrescatoare pe [1,2].

¢) Folosind faptul ca 1 <x < x* <2, oricare ar fi x e [1,\/5 } , sa se demonstreze inegalitatea x*-x <lnx,

pentru orice x € |:1,\/§J .

P48. Se considera functia £:(0, +o0)—R, f(x)= ! .
x(x+1)
< < 1 1
a) Sasearate cd f(x)=————,Vx>0.
x x+1
b) S se arate ca f'(x)= ;2—% , pentru orice x > 0 .
(x+1) X

16
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¢) S se calculeze lim[x-f(x)-f(ljj.

X—>0 X

P49. Se considera functia £:(0,+ ©)—R, f{x) = (x-2)lnx.
a) Sa se calculeze f'(x), x€(0,00).
b) Sa se determine liHllL_{(l).
xX—> X —
c¢) Sa se arate ca functia /' este crescatoare pe (0,+o0).

1+/x, x>0

X

P50. Se considera functia fR—R, f(x)= )
e, x<0

a) Sa se studieze continuitatea functiei / in punctul xo = 0.

b) Sa se determine ecuatia asimptotei cétre -co la graficul functiei 1.

¢) Sa se demonstreze ca functia f este concava pe intervalul (0,+c0).

) ) 2x+3, x<1
P51. Se considera functia fR—R, f(x)= .
Inx, x>1

a) Sa se studieze continuitatea functiei f'in punctul xo = 1.

b) Sa se calculeze lim S (x).
X—>+0 X

f(e*)+f(exz)+...+f(exm) .

2008

¢) Sa se determine lim

X—>+0

ax—6, x<4

\/; , x24
a) Sa se determine valoarea reala a lui a, astfel incat functia f'sa fie continud in punctul xo = 4

b) Sa se calculeze /'(9).
¢) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul 4(9,3).

P52. Se considera functia R—R, f (x) = { , unde a este parametru real.

2
P53. a) Sa se calculeze limw.
=1 3x" —4x+1
b) Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei R—R,
fx) =x*6x*+18x + 12.
¢) Sa se determine semnul functiei g :(0,490)—R, g(x) = (x*-1)lnx

P54. Se considera functia £:(0,+00)—R, fix) = xlnx.
a) Sa se calculeze f'(x), xc(0,).

b) Sa se arate ca functia f'este convexa pe (0,0).

¢) Sa se calculeze lgrg f(x).

x>0

. ) 3 +1, x<1
P55. Se considera functia R—R, f(x)= )
ax+2, x>1

a) Sa se determine valoarea parametrului real a astfel incat functia f sd fie continud in punctul xo = 1.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre -co la graficul functiei /.
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c) Si se calculeze lim ((f(x)—l)-x)

X—>—00

P56. Se considera functia f: R—R,, f{x) = ¢"- x-1.
a) Sa se calculeze f '(x), xeR.

b) Sa se calculeze lim S "(x) .
X—>+0 f (x)
¢) Utilizand faptul ca e* > x+1, oricare ar fi x€R sd se demonstreze inegalitatea
n+l .
e’ —e > n (n + 3)
e—1 2

. *
pentru orice neN .

P57. Se considera functia : M — M, f(x) = ¢'- ex -1.

a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se arate cd functia f este convexa pe R.

¢) Sa se determine coordonatele punctului de intersectie dintre tangenta la graficul functiei f'In punctul
0(0,0) si dreapta de ecuatie x = 1.

P58. Se considera functia £:(0,+%0)—R fx) = x-Inx.
a) Sa se calculeze f'(x), x€(0,+00).
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei .

¢) Sa se demonstreze ca Jx>1+In+/x , oricare ar fi xe(0,+o).

P59. Se considera functia /:R\{1} >R, f(x)= al +1 .

a) Sa se calculeze f'(x), xeR\{1}.

b) Sa se calculeze lim M
x> x+1

¢) Sa se determine asimptota orizontala catre +oo la graficul functiei f .

—x+1, x<1
P60. a) Sa se studieze continuitatea functiei fR—R, f(x)= {2 L x>l in punctul xo = 1.
x—1, x>
b) Sa se calculeze derivata functiei fR—R., flx) = 2x> -15x*+24x-1.

2 2
g . g . . A . X —a
¢) Sa se determine numarul real pozitiv a astfel incat lim

—F==32.
x—)a\/;_\/;

P61. Se considera functia ;R—R, fix) =2" -xIn2 .
a) Sa se calculeze ' (x), xeR.
b) Sa se calculeze limM .
x—3 x—3
¢) Sa se determine punctele de extrem ale functiei 1.

x+1

P62. Se considera functia f:R\{3} >R, f(x)=

x —
a) Sa se calculeze f'(x), xeR\{3}.
b) Sa se calculeze limw.
x—>4 x—4
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre +oo la graficul functiei /.
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P63. Se considera functia f:[1,+00)—R, f(x)=¢" +x_—1‘

a) Sase calculeze f'(x), xe[1,+o).

b) Sa se studieze monotonia functiei f pe [1,+o0).

¢) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul 4(1,e).

P64. Se considera functiile £,/:[0,+00)—R, f(x)= Jj— si h(x) = 12 (%).
x +1
a) Sase verifice ca i'(x)= 2—x2, oricare ar fi x > 0.

(x2 + 1)
b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre +oo la graficul functiei 1.
¢) Sa se demonstreze cd functia / este crescatoare pe intervalul [0,00).

2x

P65. Se considera functia f:R—R , f(x) = T
+x

a) Sa se calculeze f'(x), xcR.
b) Sa se determine numarul punctelor de extrem ale functiei f.
¢) Sise demonstreze ca f{x) + Ax’) > -2, pentru orice x€R.

2x+3

, x>0
x+2

P66. Se considera functia f:R—R, f(x)=
x+5,x<0

a) Sa se studieze continuitatea functiei f In punctul x, = 0.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre +oo la graficul functiei /.

¢) Sdsearate ca [ (x)e {%,2] , oricare ar fi xc[0,00).

P67. Se considera functiile f, g :R—R, f{x) =x>-3x>+ 4 si g(x) = x°-5x" + 8x-4 .
a) Sa se calculeze f'(x)-g '(x), xeR.
b) Sa se calculeze lim S () .
x—2 g (x)
¢) Sa se demonstreze ca f(x) > 0, oricare ar fi x(0,+o0).

P68. Se considera functia fR—R, f{x) = x> + 3x.
a) Sa se calculeze ' (x), xeR.
b) Sa se arate cd functia f este crescatoare pe R.

[

3

¢) Sa se calculeze lim

X—>—0 X

2

P69. Se considera functia £:(0,+e)—R, f(x)=Inx+ % .
a) Sa se calculeze f '(x), x€(0,0).
b) Sa se calculeze limw.

x—1 X — 1
¢) Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei /.
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P70. Se considera functia £:(0,+0)—R, f(x)=x+ Jx.

a) Sa se calculeze f'(x), x€(0,+00).

b) Sa se arate ca functia f este crescatoare pe (0,+00).

¢) Sa se determine coordonatele punctului, care apartine graficului functiei f, in care tangenta la graphic

are panta egala Cu% .

P71. Pentru orice neN se considerd functiile £,:(0,00)—R , fo(x) = Inx si f, (x) = £,_, (x)-

a) Sa se determine functia f;.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre +oo la graficul functiei /> .

¢) Sd se arate cd f(x) < —1, oricare ar fi xe(0, +00).

1
P72. Se considera functia fR" >R, f(x)=x’ +3.
X

a) Sa se calculeze f '(x), xeR".

b) Sa se calculeze lil’IllL_{(l).
X—> xX—
¢) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei /.
2
x2 +3 x<l
P73. Se considera functia fR—R, f(x)={~* +1 , unde a€R.
2x+a
5 , x>1
x +2

a) Sa se determine numarul real a astfel incat functia f'sa fie continua in punctul xo = 1.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre -oo la graficului functiei /.
¢) Sa se determine numarul real a astfel Incat panta tangentei la grafic in punctul x,=2 safieegalacu 1.

P74. Se considera functiile £,g:R\{1,2} —R, fix) = (x-1)(x-2) sih(x) = ];((x)) _
X
a) Sa se demonstreze ca h (x) = 1 + 1
x—-1 x-2
b) Sa se rezolve ecuatia h'(x) —1 +_1 . ,unde xeR\{1,2}.
x —

-2)
¢) Sa se demonstreze ca '(x) (x) / (x) ,oricare ar f1 x R\{1,§,2}.
F) w7 ) 2
1
P75. Se considera functia fR—R, f(x)=<x*+1’
2x+1,x>0

x<0

a) Sa se studieze continuitatea functiei f'in punctul x = 0.
b) Sa se demonstreze ca functia f este crescatoare pe intervalul (-00,0).

¢) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul A(—l,%) .

x+1

X

e

P76. Se considera functia /:R—R, f(x)=

20



Analiza matematica clasa a XI-a Virgil-Mihail Zaharia

y . y x .
a) Sa se verifice cd f'(x)=—-pentru orice x€R .
e

b) Sa se determine asimptota catre +oo la graficul functiei /.
¢) Sa se arate ca f(x) < 1 pentru orice xeR.

P77. Se considera functia £:(0,+00)—R, fix) = (x-3)Inx.
a) Sa se calculeze f'(x), x€(0,).

b) Sa se calculeze liHllL_{(l).
xX—> X —
¢) Sa se demonstreze ca functia f este convexa pe (0,+o).

2
X

x2+1

P78. Se considera functia /:R—R, f(x)=

a) Sa se verifice cd f'(x) —Lz =0 pentru orice xcR .

(x2 + l)
b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre +oo la graficul functiei /.

¢) Sa se arate ci f(%/2007) < f(%/zoos).

P79. Se considera functia : R — R, f{x) = 2* + 3".
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se determine asimptota spre -oo a functiei f .
¢) Sa se arate ca functia f'este convexa pe R.

P80. Se considera functia £R\{1} >R, f(x)=x+1+ Ll
v

2
a) Sa se verifice cd f'(x)= X Z2% pentru orice xeR\{1}.

(x-1)°
b) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice catre +oo la graficul functiei /.
¢) Sa se demonstreze ca pentru orice x€R\{1} avem f(e* +1)>4.

P81. Se considera functia f: (0,+0)—>R, f(x)= 2x=33x.

a) Sa se verifice ca f"' pentru orice x > 0 .

(x)= L
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul de abscisa xp = 1.
¢) Sa se arate ca f(x) > -1, pentru orice x >0 .

P82. Se considera functia £:(0,00)0—R, f(x)=(x- 3)\/; .

a) Sa se verifice ca f'(x) = 3x—

2x

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul de abscisa xo = 1.

pentru orice x > 0 .

< < 2 )
¢) Sa se demonstreze ca x +—= > 3 pentru orice x > 0 .

Jx
1

P83. Se considera functia fR—R, f(x)=3" —(Ej )
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a) Sa se calculeze f'(x), unde xeR.

b) Sa se calculeze limw.

x—0 X
¢) Sa se demonstreze ca functia f este crescatoare pe R

2 —
P84. Se considera functia fR—R, f(x)= x—fﬂ
e
J— 2 —
a) Sa se verifice cd f'(x)= ﬁ , pentru orice xeR.
o

b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale spre 4<>° la graficul functiei f".

1 .
¢) Sd se arate ¢a f (x)>—pentru orice x<2.
e

x*+1

P85. Se considera functia f:(0,+0)—R, f(x)=

2

< . < X :
a) Sa se verifice ca f'(x) =——, pentru orice x > 0 .
X

b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre +oo la graficul functiei /.
¢) Sa se arate ca functia f este convexa pe (0,+00).

P86. Se considera functia /:(0,+00)—R, f(x)= ln_x
X

I1-lnx

a) Sa se verifice ca f'(x) =—
x

pentru orice x > 0 .
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul de abscisa x) =e .

< < X .
¢) Sd se arate ca In Inx <— pentru orice x > 0 .
e

P87. Se considera functia £:(0,+00)—R, f(x)= xlnx-x.

a) Sa se verifice ca f '(x) = Inx pentru orice x > 0 .

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul de abscisa xo = 1.
¢) Sa se demonstreze ca functia f este convexa pe (0,+o).

P88. Se considera functia £ R »R, fix) =x’-3x + 1.

a) Sa se calculeze /(1) .

b) Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei 1.
¢) Sa se arate ca f(x)<3, pentru orice x < 2.

P89. Fie functia * R —R, f{x)= 2x> -3x* +1.

a) Sa se calculeze f'(1) .
b) Sa se determine intervalele de concavitate si de convexitate ale functiei f.

¢) Sa se arate ca f{x) > 0, pentru orice x > —%.
P90. Fie functia £(0,+00)—R, f(x)=2vx-Inx.
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Jx-1

a) Sa se verifice cd f'(x)=———, pentru orice x >0 .
X

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul de abscisa xy = 1.
¢) Sa se arate ca 2Wx=2+nx, pentru orice x >0 .

P91. Se considera functia £:(0,40)—R, f{x) = x’ -x-Inx.
a) Sa se calculeze f'(x), xe(0,0).

b) Sa se arate ca functia f'este convexa pe (0,+x).

¢) Sa se arate ca f{x) >0, oricare ar fix > 0.

X

P92. Se considera functia £:(0,+c0)—R, f(x)= ¢
x

a) Sa se verificeca f'(x pentru orice x >0 .

( ) _ e’ (x - 1)
x2
b) Sa se determine asimptota verticala la graficul functiei f'.
¢) Sa se demonstreze ca ¢* > ex pentru orice x > 0 .
P93. Se considera functia f: R >R, f{x) = (x +1)e" -1.

a) Sa se verifice daca f'(x) = (x +1)-¢" pentru orice xeR.
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul de abscisa xy = 0.
¢) Sa se arate ca x-f(x) > 0 pentru orice xcR .

P94. Se considera functia f: R — R, fix) = x-¢".

a) Sa se verifice dacd f'(x) = (x +1)-¢" pentru orice x€R.

b) Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei .
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre -co la graficul functiei f.

2
X

P95. Se considera functia f:(1,+00)—R, f(x)=

x-1
o . . x2=2x .
a) Si se verifice dacd f'(x)= ( )2 pentru orice x > 1.
x=1
b) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice catre +oo la graficul functiei f

¢) Sa se arate ca f(i/z] >f l%)

Inx

P96. Se considera functia f:(0,+00)—R definita prin / {x) =
X

I-Inx
xZ

a) Sa se verifice daca f'(x)= pentru orice x > 0 .

b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre +oo la graficul functiei /.
¢) Sa se arate ca f{2007) > £(2008).

2
P97. Se considera functia fR—R, f(x)= xz—x-i-i )
x4+ x+
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. 2x* =2 .
a) Sa se verifice daca f'(x)= x—2 , pentru orice x€R.

(x2 +x+ 1)
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre +°° la graficul functiei /.

¢) Sa se arate ca f(\3/2007) < f(\3/2008).

X
I

P98. Se consideri functia £:(1,+0)—R , f(x}= T
s . € (x=2) :
a) Sa se verifice daca /'(x) =———"~, pentru orice x > 1.

(x=1)

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul de abscisd xo =2 .

¢) Sa se demonstreze ci f{x)> ¢’ , pentru orice x > 1.

P99. Se considera functia f: (0,400)—R , f(x)=x+2-3¥x .

. i N4 | .
a) Si se verifice dacd /”(x)= I—F , pentru orice x >0 .
2

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f* in punctul de abscisa xo = 1.

< L kt2 .
c¢) Sa se arate ca 3 >3 , pentru orice x > 0.

P100. Se considera functia f:(0,+0)—R, f{x) = ol

2

a) Sa se verifice daca /'(x) = X = pentru orice x > 0 .

X

b) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice catre +oo la graficul functiei f.
¢) Sa se arate ca functia f'este convexa pe (0,+o).
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Probleme propuse bacalaureat 2007

P.001 Se considera functiile £,g:(0,+~) >R, f(x)= al 1 si g(x) =f"(x).

a) Sa se determine g(x), x > 0.

b) Sa se arate ca functia g este strict descrescatoare pe (0,+o).

¢) Sase arate ca g(x) >0, Vx> 0.

d) Utilizand teorema lui Lagrange, sa se arate ca V neN* exista ¢, €(n,n +1) astfel incat
g(en)=fln+1)-fln).

e) Sasearatecag(n + 1)<fin + 1)- (n)< g(n), Vv neN*.

. . .. . 1 1 1
f) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se arate ca — + +...+ S ,VneN.
1-2 2.3 n(n+1) n+1
. : 2n+2 .
g) Folosind eventual punctele e) si f), sa se arate ca " cm ,VeN .

2(n+2) n+2°

P.002 Se consideri functiile f, g '/R—> R, f{x) =x°, g(x) = In(l + x).
a) Sa se calculeze f'(x), g'(x), xeR.
b) Sa se arate ca f'si g au acelasi punct de extrem local.

¢) Si se calculeze lim g(x)
x—0 f(x)

d) Sa se arate cd pentru orice numar real x este adevarata inegalitatea f{x) > g(x).

P.003 Se considera functia f:R—R , f(x) =2 +1.
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se calculeze limw.

x—0 X
¢) Sa se arate ca functia f'este strict crescatoare pe R .
25x% +3

d) Sa se calculeze lim——; .
X—>00 2x _3

P.004 Se consideri functiile £, g : [0;1]— R, f{x) = x-arctg x si g(x) = In(1 + x%).
a) Sa se demonstreze ca 0< fix)<1s10<g(x)<1, Vxe[0;1].

b) Sa se determine f'(x) si g'(x), V x€[0;1].

¢) Sa se demonstreze ca functia f— g este convexa pe [0;1].

d) Sa se arate caf(x)>g(x) Y x€e O ;1.

e) Sasearate cd /f(x)>/g(x), Vxe[0;1].

P.005 Se considera functiile /,:R =R, neN* astfel incat fi(x)=-4x+3x si f;=f;.1°f1, ¥V neN*, n>2.
a) Folosind egalitatea sin3x =3sin x-4sin’ x, V x€R, si se arate ci fi(sin x)=sin 3x, V xcR.

b) Sa se calculeze f5(sinx ), x €R .
¢) Utilizdnd metoda inductiei matematice, sa se demonstreze ¢ f, (sin x) = sin(3" x), V neN*, V xeR.

d) Sase calculeze /, = hrr(}M
xX—> x

,keN".
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L+ +..+]

n+l

e) Sase calculeze lim ,unde /. (k eN’ ) este limita calculata la subpunctul d).

n—o

P.006 Sc considera functia fR—R f(x)= 2,
a) Sa se calculeze f'(x), xcR.

b) Si se arate cd, daca xe[1,2], atunci (x — 1)[l —lj >0.

x 2
¢) Utilizand eventual inegalitatea de la punctul b), sa se arate ca, daca x €[1, 2], atunci 1 + g < %
X
d) Si se verifice ¢i —— + S 3 vxel01].
f(x) 2 2
In(1+2
P.007 Se considera functiile f: (0, %) - R, f{x)=x-1-x"Inx sig:(0,~) >R, g(x)= u .
X

a) Sa se calculeze f'(x), xe(0,).

b) Sa se arate ca f{x) <0 oricare ar fi xe(0, =)
¢) Sise calculeze lim g (x).
x>0

e) Sa se calculeze g'(x), xc(0,%).

f) Folosind eventual punctul b) si notatia 1+2x = 7, sa se arate ca functia g este descrescatoare pe
(1,20).
3 V2
g) Sase arate ca (1 +2\/5) > (1+2\/§) .

x> =2007x—1

P.008 Se considera functia f:R—{2007} > R, f(x)= 2007
Y

1
a) Sasecalculeze f(x)—x+——, x€ R-{2007}.
) f( ) x—2007 { }

b) Sase calculeze f'(x), x € R—{2007}.

¢) Sa se arate cd f este crescatoare pe intervalul (-0,2007).
d) Sa se arate cd f este convexa pe intervalul (-0,2007) si concava pe intervalul (2007,20).
e) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice spre + la graficul functiei f.

P.009 Se considera functia f :R—> R, f{x)=arctg(x+2) — arctgx.
a) Sa se calculeze f7(x), xcR.

b) Sa se calculeze limw.

x—0 X
¢) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe intervalul (-e,-1] si strict descrescatoare pe
intervalul [-1,°).
d) Sise calculeze lim f(x).

X—>+00

€) Si se arate ci 0<f(x)£§,VxeR.
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P.010 Se considerd functiile f 'R—>R f(x) :%, g:R—> (—%,%) , g(x) = arctg x.
x

1+
a) Sa se calculeze f{0) si g(0).

b) Sa se determine g '(x) — f'(x), pentru xeR.

¢) Sase calculeze lim f'(x)-g(x).

d) Sa se arate ca g este strict crescatoare pe R.

€) S se arate ca —% <f(x)< % , pentru orice x€R.

d) Sa se arate ca <arctgx , pentru orice xe(0,+).

1+ x?

P.011 Se considera functia /:[0,00) > R, f(x)= 12x
+x

a,, = f(an),n eN*.

a) Sa se determine f(x), x€(0,°).

b) Sa se arate ca functia / este strict crescatoare pe (0,%0).
¢) Sasearateca f(x)< \/;, Vx €[0,0).

d) Sa se calculeze primii patru termeni ai sirului (a,),> 1.
e) Sa se arate ca sirul (a,) . 1 este descrescator.

si se defineste sirul (a,) _ prin a;=2 si

n

- 1. A . . . . - * . .o
f) Sa se demonstreze, utilizind metoda inductiel matematice, cd a, = Vne N, iar apoi sa

n b

calculeze lima, .

n—»

P.012 Se considera functia f :R—>R, f(x)=(x+ 2)3 -x’.
a) Sa se calculeze f’(x), xeR.
b) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

¢) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare pe intervalul (-e,-1] si strict crescatoare pe

intervalul [-1,e0).
d) Sdsearateca 2< f(x),VxeR.

e) Sa se calculeze limm

e f(x)

P.013 Se considera functia / "R—> R, f{x)=x" — 3x.
a) Sa se calculeze /'(x), f”(x), xeR.
f(x)

b) Sa se calculeze lim———=.
x—0 X

¢) Sa se stabileasca intervalele de monotonie ale functiei f.
d) Sa se determine numarul punctelor de extrem local ale functiei f'.
e) Sasearatecd —2< f(x)<2, Vxe[0,2].

n—0 3

2007n*
f) Sase calculeze lim(f(n)j .
n +1
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P.014 Se considerd functia f'R—>R, f(x)= ex_—Hl si se defineste sirul (a, ), >1 prin
e

a,=f(1)+f(2)+...+ f(n).

a) Si se arate cd f()c):L—L VxeR.

X x+1 7
e
b) Sa se determine ecuatia asimptotei spre +c° la graficul functiei f.
¢) Sasearatecaf'(x) =-fx), VxeR.

d) Sasearatecd a, =l[1—LJ,Vn eN,n=>1.

e e"

e) Sase calculeze lima, .

n—>0

f) Utilizand eventual rezultatul de la punctul ¢), si se calculeze lim[an + .[ f (x)dx].
1

n—>0

P.015 Se considerd functia f:(0,0) >R, f(x)= % si se definesc sirurile (a,) .si(b,) >
x

a, = f(1)4 f(2) 4t f(n). b, =a, +2L2,VneN*.
n

a) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare pe intervalul (0,%).

b) S se arate ca sirul (a,) . este strict crescator.

¢) Sa se determine ecuatia asimptotei spre +<° la graficul functiei f.
1 1 1

35527 2
(k+1)  2k° 2(k+1)
e) Si scarate cdsirul (b,) . este strict descrescitor.

f) Sasearatecd 1<a, <1,22,Vn eN".

Vk>0.

d) Sa se arate ca

P.016 Se consideri functiile £,g :R—R, fix) = arctgx si g(x) = fx) - In(1+x?) si se defineste sirul
(an)nzl, a, :f(1)+f(2)+...+ f(n),Vn >1.

a) Sa se calculeze f'(x), xeR

b) Sa se calculeze g'(x), xeR

¢) Sa se arate ca fnu are puncte de extrem local, iar g are un singur punct de extrem local.

d) Sa se arate ca sirul (a, ) _ este strict crescétor.

e) Sa se calculeze lim f(x).

3 2
P.017 Seconsidera functia f-R* =R, f(x)= Lw .
X
a) Sase calculeze f'(x),x e(—0,0)U(0,).
b) Sa se determine punctul de extrem local al functiei .
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei /.

d) Sa se arate ca functia f'este convexa pe fiecare dintre intervalele (—oo,0) ) ( ’oo).
e) Sa se determine numarul solutiilor reale ale ecuatiei f{x) =3 .
f) Sise calculeze lim(f(x) - x).

X—>0
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P.018 Se considera functia f :-R—> R, fix)=3"+3".

a)
b)
©)

d)
€)
f)

Sa se verifice cd f(x)=f(—x),VxeR.

Sa se calculeze /'(x), xeR.

Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare pe intervalul (—oo,0]si strict crescatoare pe
intervalul [0,0).

Sasearateca f(x)>2,VxeR.

Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

Sa se rezolve in multimea (0,%) ecuatia f(x)+ f(x”) = f(xs) + f(x2007 )

P.019 Se considera functiile f: [ogj — R, fx) = tgr +sinx - 2xsi g [0’9 —R,

a)
b)

©)

d)

e)

f)

g)

2(x) = cosx + In(cosx) + x°.
Sa se calculeze f{0) si '(0).

b
Si se arate ci — +2> 2,Va,be(0,0).
a

< < T
Si se arate ci cosx > cos” x,Vx € {O,Ej .

Sa se arate ca functia f este crescatoare pe intervalul [0,%) .
Sasearatecd f(x)>0,Vxe {O,%).
Sa se arate ca f{x) + g '(x) =0, Vxe [0,%)

< < . g . V4
Sa se arate ca functia g este descrescdtoare pe intervalul [O’EJ .

P.020 Se considera functiile £, g:(0,°) >R, f(x) = x-Inx si g(x) =1+Inx

a)
b)
V]
d)
e)

Sa se calculeze f'(x) si g'(x), x€(0,%)

Sa se determine punctul de extrem local al functiei f.

Sa se arate ca f'este convexa pe (0,°) si g este concava pe (0,).
Sa se arate ca 1+e-x-Inx> 0, V x€(0,0).

Sa se arate ca graficul functiei fnu are asimptote.
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Probleme diverse

2
P.1. Se considera functia £fR\{1} > R, f(x)= W (m,n parametri reali).

a) Sa se determine m si n astfel incat functia f'sa admita un extrem egal cu 1 in punctul x=0.
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei de la b) in punctul de abscisa 3.

x” +ax

(x+3)*"

a) Sa se determine @€ R pentru care tangenta la graficul functiei in punctul de abscisa 1 este
paraleld cu axa Ox.

P.2. Se considera functia fR-{-1,3} >R, f(x)=

2
P.3. Fie functia fR-{-c} >R, f(x)= w:”b
X+c
a) Sa se determine a,b,c astfel incat graficul functiei s aiba asimptote dreptele de ecuatii: x=1 si
y=x+2, iar P(2,6) sa fie un punct al graficului.
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei de la punctul b) in punctul de abscisa -1.
P.4. Fie functia fR-R, f{x)=(x"+ax+1)e", (acR).
a) Sa se determine parametrul a pentru care functia este crescatoare pe R.
b) Pentru ¢=0 determinati ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de intersectie cu axa Oy.

¢) Sa se demonstreze ¢ g:R~(0,+), g(x)=(x>+1)e" este bijectiva, cu inversa derivabild in punctul
1 si sa se calculeze derivata inversei in punctul 1.

P.5. Se consideri expresia f{x)=~/x* —4x+3.
a) Sa se determine domeniul functiei f definita prin legea f(x).
b) Sa se stabileascd domeniul de derivabilitate si sd se calculeze derivata functiei f. Precizati
monotonia si punctele de extrem ale functiei 1.
¢) Stabiliti intervalele de convexitate (concavitate) ale functiei.
P.6. Se considera functia fR-R, flx)=e™(x*+x-5).
a) Calculati limitele functiei spre —oo gi +eo,
b) Sa se stabileasca domeniul de derivabilitate si sa se calculeze derivata functiei f.
¢) Precizati monotonia si punctele de extrem ale functiei f. Alcatuiti tabelul de variatie al functiei.
P.7. Se considera functia £:(-1,1)~R, fx)=In(1-x?).
a) Sa se calculeze limitele la capetele domeniului de definitie.
b) Sa se stabileascd domeniul de derivabilitate si sa se calculeze derivata functiei f. Precizati
monotonia si punctele de extrem ale functiei 1.
¢) Sa se stabileasca intervalele de convexitate (concavitate).
P.8. Se considera functia £ R-R, f{x)=37"-2-3".
a) Sa se calculeze limitele functiei spre +eo §i —oo,
b) Sa se stabileasca domeniul de derivabilitate si sa se calculeze derivata functiei f. Precizati
monotonia si punctele de extrem ale functiei f.
¢) Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei f.
P.9. Se consideri functia fR~R, f(x)=7+2xIn25-5""-5"",
a) Sa se stabileasca domeniul de derivabilitate al functiei si sa se calculeze derivata functiei f.
Precizati monotonia si punctele de extrem ale functiei f.
b) Determinati numarul punctelor de inflexiune.

30



Analiza matematica clasa a Xl-a Virgil-Mihail Zaharia

P.10.Se considera functia f:D — R, (D este domeniul maxim de definitie),

1
f(x):arctgla+x ——InV1+x*,aeR, a#0.

—ax a

a) Si se determine a astfel incat lim(—a X f'(x))x =é%.

X—>0

b) Pentru a=-2 sa se determine domeniul de derivabilitate al functiei obtinute. Sa se stabileasca
intervalele de monotonie ale functiei obtinute.
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Solutii probleme bacalaureat 2008

2
X

#2'P1. Se considera functia £R\{-1} >R, f(x)= 1
X+

a) Sa se calculeze derivata functiei /.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f'.
¢) Sa se demonstreze ca f{x) <-4 pentru orice x<-1.

= R. a) Functia este derivabila pe domeniul de definitie deoarece este o functie rationala. Folosind
formula de derivare a unui cat de functii derivabile (0.14) , pentru orice X # -1 avem
' (xz)'-(x+1)—x2-(x+1)' 2x(x+1)—x2-1
f (x) = 2 = 2 =
(x + 1) (x + 1)

B 2x% +2x —x° B x> +2x
= — = .

(x + 1) (x + 1)2
b) Monotonia functiei f este datd de semnul derivatei £’. Cum numitorul (x + 1)
este pozitiv pentru orice X din domeniu, semnul lui f'(x) este dat de semnul functiei
de gradul doi x* + 2x.

Rezolvam ecuatia x> + 2x = 0, x(x + 2) = 0 si gisim radécinile x; = -2 si x, = 0. Tabelul de semn al
derivatei:

X -co -2 -1 0 +o0
X¥+2x [+ + + ++ +40-- - - - - 0 ++ + + + +
Gt [+ + + ++ + 0+ + + + + + + + + + + +
flx) |+ + + + 0 - - /- - - 0+ + + + + +
- pe intervalul (-4;-2), avem x*+2x > 0, deci f (x) > 0. Rezulta ci f este strict crescitoare pe (-4;-2].

(conform (0.21))

- pe intervalul (-2;-1), avem x° + 2x < 0, deci /'(x)< 0. Rezulti ca feste strict descrescitoare pe [-2;-1).
(conform (0.22))

- pe intervalul (-1;0), avem x° + 2x < 0, deci /' /(x) < 0. Rezulti ca feste strict descrescatoare pe (-1; 0].
(conform (0.22))

- pe intervalul (0;+4), avem x° + 2x > 0, deci f '(x) > 0. Rezulta ci f este strict crescitoare pe [0;+4).
(conform (0.21))

¢) Conform punctului b), f'in intervalul (-4;-1) are un maxim punctul x =-2. Deci f{x) >f(-2)=-4, pentru
orice x<-1. (conform (0.20)).

%'P2. Se consideri functia £ R —R, flx) =e*-e ™

a) Sa se calculeze limw.

x—0 X
b) Sa se arate ca functia f este crescdtoare pe R.
¢) Sa se calculeze S = g(0) + g(1) +... + g(2008), unde g: R — R, g(x)=f"(x)-f"(x)si [f"
reprezintd derivata a doua a functiei /.
“7R. a) Punctul xy=0 este punct de acumulare pentru R si conform (0.6) limita este
lingM = £'(0). Calculam f'(x)=¢"+e™*, unde (e’x)' =e¢ " (—x)'=e"-(-1)=—€" dupa
xX—> X

1 u '

formula de derivare (e“) =e"-u
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si f'(0)=e"+¢* =1+1=2, deci limL D=0 _,

x—0 X
b) In f'(x) = e* + e avem ¢" si €™ sunt strict pozitive Vx € R, atunci si suma lor f'(x)>0, VxR si
conform (0.21) functia este crescatoare pe domeniul de definitie, R.
¢) Deoarece f"(x) = ¢ — e™, avem g(x) = '(x)-f "(x) = 2¢™. Atunci suma S din enunt este suma
primilor 2009 termeni ai unei progresii geometrice de prim termen g(0) =2¢™ =2 si ratie ¢”'<I,
1— 200 ol 22009 _ 1)

1_671 - 62008 (e—l) .

[Sn =b 11_‘1 j Deci, S = g(0) + g(1) +... + g(2008)=2-

Inx

N
a) Sa se calculeze derivata functiei /.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

%' P3. Se considera functia £ (0,+00)—R, f(x) =

¢) Sa se demonstreze ca 35 <55

& R. a) Folosind formula de derivare a unui cat, (0.14), avem:
1 1 1 Inx
' ' - - 1 A 5
(lnx)w/;—lnx-(\/;) _x Vx—nx 2\/;:\/; 2\/;:2—lnx
(\/;)2 X X 2x/x

)=

b) Determinim punctele critice (0.17): £ '(x)=0 < 2-Inx=0< Inx=2 < x=¢”. x(0,+ ) =x>0si Jx >0

Tabelul de semn:
2

X 0 [ +oo
2-Inx + + + 0 - - - - _
2X\/; + + + + + + + + +

feo |+ + + 0. - - - -

Pe intervalul (0,€%), f '(x) este pozitiva si (0.21), atunci f este functie strict crescitoare pe acest interval.
Pe intervalul (e, +o), f '(x) este negativi si (0.22), atunci f este functie strict descrescatoare pe acest
interval.

¢)Din e~ 2,71 = & >2,72=7,29 si atunci 0<3<5<¢’ ,adica 3 ;5 C(O,ez), interval pe care functia este
NERNG

—=J5In3</3I5=1n 35 <In5” si functia logaritm natural fiind strict crescatoare se pastreaza

strict crescatoare (punctual b). Avem: 3<5= f(3)< f(5) =

inegalitatea si intre argumente, adica 35 <5,

%'P4. Se considera functia fFR—R, flx) =x + ¢™
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.
b) Sa se arate ca f'este descrescatoare pe (-00,0] si crescatoare pe [0,+00).
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice catre +oo la graficul functiei 1.

“R. a) Folosind regula de derivare a sumei (0.11) Obtinem f '(x)=1-¢™.

b) Pentru determinarea monotoniei folosim semnul derivatei intai (0.21), (0.22).Pentru tabelul de
semna al derivatei determindm punctele critice: /' '(x)=0= 1-¢"=0=¢"=1 = x=0.

X -00 0 +oo

@) |- S0+ + + + + + o+
Pe intervalul (-,0], f '(x)<O0 si dupa (0.21) = f este functie descrescatoare pe (-0,0];
Pe intervalul [0,+), f(x)>0 si dupa (0.22) = f este functie crescatoare pe [0,+0).
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X
¢) Daci lim (x) =m#0si lim [ f(x) —mx]=n,m,n € R dreapta y = mx + n este asimptota

x—o X X—>+00

oblica a lui f spre +o.

regula lui

' Hospital J 1 X
Calculam m = lim M:(fj 2 im L) i 126
x—>+o oy 0 x40 ! X—>+0 1 ¥ 50

n = lim ( f(x)—mx)= lim (x+e’x—x)= lime™=0.

X—>+0

Ecuatia asimptotei oblice: y=1-x+0 = y=x (prima bisectoare).

Z2'P5. Se considera functia £ R—R, f{x) = x*°* -2008(x-1)-1.
a) Sa se calculeze f(0) +/(0).
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul de abscisa xy = 1.
¢) Sa se arate ca f este convexa pe R.

= R. a) Calculam f '(x)=2008x>""7-2008; /{0)=0>""*-2008(0-1)-1=2008-1=2007 si 1 '(0)=2008-0>"""-
2008=-2008. Raspunsul £ (0)+/"'(0)=2007-2008=-1
b) Conform (1.9) ecuatia tangentei la graficul functiei este y - f{xp) = f '(xp)(x — xp), unde xp=1,
Sfx0)=A1)=1?"*-2008(1-1)-1=1-2008-0-1=1-1=0 si /'(1)=2008-1°*"-2008=2008-1-2008=0. Prin
inlocuire se obtine: y-0=0-(x-1) = y=0, ecuatia axei Ox.
¢) Calculam derivata a doua f"(x)=(f '(x))'= (2008){2007 -2008)' =2008-2007x*"". Deoarece x***°>0,

(1.23)

vV xeR =f"(x) >0 si atunci VxeR = f'este convexa pe R.
e . o . 1
*2/P6. Se considera functia £ [0,+=)>R, f(x)=— -+ 1

x+1 x+2

a) Sd se calculeze lim f(x).

X—>+00
b) Sa se verifice ca f'(x) = ! >+ ! s-oricare ar fix 20.
(x+1) (x+2)

¢) Sa se demonstreze ca — < f(x) <2 pentru orice xc[0,+oo).

N | =

D (13)
“R. a) Utilizand (1.1) s obtine lim f(x)= lim ——+ lim X im e lim F 14122
X—>+0 x40 x4 x40 x4 2 X400 x x40y
b) Aplicam regula de derivare a sumei (7.11) si catului (1.14) si avem:

x'-(x+1)—x-(x+1)'+(x+1)'-(x+2)—(x+1)-(x+2)' 3

JO==0 0y (x+2) )
_ 1-(x+1)—x-1+1-(x+2)—(x+1)-1 _ x+1—x+x+2—x—1 _
()c+1)2 (x+2)2 (x+1)2 (x+2)2

1 1

2 + 2
(x + 1) (x + 2)
¢) Pentru demonstrarea inegalitatii utilizim monotonia functiei. Monotonia se stabileste cu ajutorul
primei derivate conform (7.21). Se observa ca f '(x)>0, V x€[0,+e°] si atunci functia este crescatoare pe
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domeniul de definitie, adica 0 <x<tee= f{0)<f(x)< lim f(x). Calculam f(0)= % + % = % si din
X—>+00 + +

punctul a) avem lim f(x)=2. Inlocuind se obtine %S f(x)<2.

#2'P7. Se considera functia fR—R, f{x) = ¢" + x” .
a) Sa se calculeze linllf(x)—_{(l).
X—> X —
b) Sa se demonstreze ca functia f nu are asimptota catre +oo.
¢) Sa se demonstreze ca functia f este convexa pe R.

“'R. a) Din definitia derivatei functiei (1.6), in punctul de acumulare xo=1 se obtine

J@-70) { D _ r11). caloutim f(xy=¢*+2x i £ (1)=e' +2-1=+2. Se obgine lim D=L _ 45
e

x—1 _x_l

lim
x—l1

b) Catre +e functia poate sa aiba asimptota orizontala sau oblica.

Verificam asimptota orizontala (1.25): lim f(x)= lim (e)C +x° ) = lim " + lim x> =0+ =0 =nu
X—>+00 X—>+00

X—>+00 X—>+0

are asimptota orizontala.
. .  fx) . [ +x’ et
Verificam asimptota oblicd (1.26): m = lim ——=lim | —— |= lim —+ lim x =0 +® =0 =nu
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X X—>+©

are asimptota oblica.
¢) Pentru determinarea convexitatii ne folosim de derivata de ordinul II.

F(x)=(f"(x))'=(e +2x)'=(e")"+(2x)'=€* +2. Din €">0, V xR, obtinem f "(x)>0, V xR si din

(1.23) = functia este convexa pe R.

72/ P8. Se considera functia f: (0,+0)\{e}—>R, f(x)= 1+ in ay
—Inx
a) Sa se calculeze f(1)+ f (lJ
e
b) Sa se verifice ca f'(x) = ;2, V xe(0, o)\{e}.
x(1-Inx

¢) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre +oo la graficul functiei /.

l+ln1

‘:7"R.a)f(1)+f(lj=l+lnl+ e 1+0 Izle , 121 0
e) 1=l |_, 1 1-0 l+le  1+1 2

e

b) Conform (1.14) avem:

_(1+mxy(1_mx)_u+kug(1_mxy_(°+i)(L”nx**1+mx)(0‘i)

/)= (1-Inx) ) (I-Inx) )
1_Tx lki 2
_X XN X XN\ _ X _ 2
(I-In )c)2 (l—lnx)2 )c(l—lnx)2
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|
I"Hospital 1+1 ! T
¢) Folosind (1.27) calculim lim £ (x)= lim 10 (fj i ) si
x>+ x>0 ] —In x 00 X—>+00 (1 —In x)' x>0 l
X

obtinem asimptota orizontald, dreapta y=-1.

#2'P9. Se considera functia /: R—R definita prin f{x)= e"(ax’+bx + ¢), unde a,b,ccR.
a) Sa se calculeze lim f'(x) pentru a=1,b=c=0.
b) Sa se verifice ca f' (0) - [0)=0b.
¢) Sa se determine a,b,ce R, astfel incat f(0) =0, f'(0)=1s1f"(0)=4.

SR, a) Pentru a=1,b=c= 0, f{x)=¢" si lim f(x) = lim e*x* =+o0+(+0) = +c0.

b) Calculam:
f'(x) = (ex)'(ax2 +bx+c)+e" (ax2 +bx+c)' =e" (ax2 +bx+c)+ex (2ax+b) =
=e" (ax2 +bx+c+2ax+b) =e" [ax2 +x(2a+b)+b+c],

A0y=e"(a0+b0+c)=1-c=c si [ (0)=€"[@a 0+0 (2a+b)+b+c]=b+c.
Obtinem: f'(0)-f(0)=b+c-c=b.
¢) Calculam
f"(x)= [e" (ax2 +bx+c+2ax+b)]': (e")'(ax2 +bx+c+2ax+b)+ex (ax2 +bx+c+2ax+b)': ‘
si

=e (ax2 +bx+c+2ax+b)+e" (2ax+b+2a) =e" (ax2 +4ax+bx+2a+2b+c)
A0)y=e"(a0+b0+c) =c; 1 '(0)= b+c, f"(0)=2a+2b+c. Obtinem sistemul:

c=0 c=0 c=0 c=0

b+c=1 <<b+0=1 &<sb=1 < {b=1 cusolutia a=b=1 si c=0.

2a+2b+c=4 2a+2+0=4 2a=2 a=1

¥ -x,x>1
—x*+x,x< 1

a) Sa se studieze continuitatea functiei f'in punctul xo = 1.
b) Sa se calculeze f"'(0) + 1"(2).

¢) Sa se studieze derivabilitatea functiei f'in punctul xo = 1.

%2'P10. Se consideri functia fR—R, f(x)= {

“R. a) Folosim definitia (1.5). si calculim limitele laterale in punctul x¢=1.
lim f(x) = lirrll(—xz +x)=-1+1=-1+1=0

x<1 x<1

lim f (x) =linll(x2 —x)=I-1=1-1=0
x>1 :;i

si f10)=1%-1=0.

Din ﬁl’l’ll f(x)= lin} f(x)=f(1)=0 rezulta ca functia este continud in xo=1.

x<1 x>1

b) Calculam f'(x)z{—2x+1 x<l1

f'(0)=-2-0+1=1 si £ (2)=2-2-1=3. Obtinem: 1 '(0)+ f'(2)=1+3=4.
¢) Pentru determinarea derivabilitatii folosim (1.9). Calculdm derivatele laterale in punctul x=1.

2x-1, x>1 . e
, feste derivabila pe (-o<1,)u(1,+)

36



Analiza matematica clasa a Xl-a Virgil-Mihail Zaharia

£ () =tim LSO i = x0T o

aooxbag X =IE
2
, - x- =
£ )= tim LSO om0 x0T
o x-l o Xl NSO

S-au obtinut derivate laterale diferite si atunci functia nu este derivabila in x,=1.

% P11. Se considerd functia : (0,+00)—R definita prin f(x) = Lﬁ_ﬁ |
X x+1

a) Sa se calculeze f'(x), x€(0,00) .
b) Sa se demonstreze ca functia f'este descrescatoare pe intervalul (0,+o0).

¢) Si se calculeze lim x° f'(x).

X—>+0
IR, a) Derivim fiecare fractie dupi (1.14):
e R e
"(x)= + = *

(x2)2 |:(x+1)2j|2 x4
0-(x+) —1-2(x+1)(x+1)’ —2X+_2N'1__£_ 2

+ 4 = x YKB 3 3°
(x+1) X (x+1) X (x+1)

b) Pentru determinarea monotoniei functiei determinam semnul derivatei:

x3>0:>%>0:>—%<0
x€(0,40)= . * 2x
(x+1)>0:>—( %
X+

si atunci /' "(x)<0, Vx€(0,+). Conform (1.22) rezulta ca f este strict descrescitoare pe (0,+).

3 3
lim x*f'(x) = lim x° —%—% = lim _2%_ 2x _|=
X—>+0 X—>+0 X (X+1) X—>+00 X (x+1) .

3 3
-2 lim —— 2 -2 im -2 2-4
xoto X7 4 3x7 +3x+1 Tt X

<0

c)

%2 P12. Se consideri functia £ (0,+e)—R. definita prin f{x)= x -2lnx .
a) Sa se calculeze f '(x), x€(0,+e0).
b) Sa se demonstreze ca functia f'este convexa pe intervalul (0,+e°).
2
¢) Sa se demonstreze ca f(x)> ln%, V x€(0,+e0).

- 1 7 _9
R'a)f'(x)ZX'—2(lnx)':1—2-_:1__:x .
X X X

b) Pentru stabilirea convexitati determinam semnul derivatei a II-a.

f"(x)= (1 —zj =1-2. (lj =0-2- (—izj = % , care evident este pozitiva pe domeniul de definitie.
x x x’) x
Din f"(x)>0= f este convexa pe (0,+0).
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¢) Pentru demonstrarea inegalitatii stabilim monotonia functiei, conform (1.21), (1.22).

f'(x)z0:>l—zz0:>g:1:>x:2,punctcritic.
X

X
Tabelul de semn al derivatei:
X ‘ 0 2 +oo
f19 |---ememn-- O+ +++++++

Pe (0;2], 1 '(x)<0= f este functie descrescatoare, iar pe [2,+<°), f '(x)>0= f este functie crescatoare,
atunci x=2 este punct de minim local = f(x)> f(2). Calculam
2 2

f(2)=2-2In2=2-Ine—In2* =Iné —ln4=ln%, obtinem: f(x)zln%.

X

e

#2'P13. Se considera functia 2 R\{-1}—R, definiti prin f(x) = 1
X+

a) Sa se verificeca f'(x) = ( )2 oricare ar fi xeR\{-1}.
x+1

b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre -oo la graficul functiei /.
¢) Sa se demonstreze ca f(x) > 1, pentru orice x > -1.

“"R. a) Calculam derivata dupa regula de derivare a functiei ct.

(ex)'(x+1)—ex(x+l) e’“(x+1)_e)f.1 ~ ex(x+\\\—\1\) xe"

' x)= — = = .
f( ) (x+l)2 (x+1)2 (x+1)2 (x+1)2
b) Claculdam lim f(x) = lim ¢ = lim — ! = ! =L= 0 si atunci (1.25) dreapta y=0
X s x 4] amet (x41)  400-—0 —0

este asimptotd orizontald spre -ce.
¢) Pentru demonstarea inegalitatii ne folosim de monotonia functiei f care este datd de semnul functiei f
" Determinam punctele critice, f'(x)=0—=x=0 si tabelul de semn al derivatei pe intervalul (-1,+°)

X | -1 0 +o0
') |--------- 0 +++++++++++ +
Pe intervalul (-1,0], f'(x) <0= feste functie descrescatoare, iar pe [0,+), f'(x) > 0= feste functie
0
crescdtoare, atunci x=0 este punct de minim local = f{x) >£(0). Calcuam f(0) = Oe " = I =1 sise
+

obtine inegaliatea ceruta, f(x)>1.
%2'P14.Se considera functia f': (0,+00)—R definitd prin f'(x) = ln_x
X
a) Sa se calculeze f'(e).
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale spre +oo a graficului functiei /.
¢) Sa se demonstreze ¢ x° <¢" pentru orice x > 0.

1
(Inx)"x—Inx-(x)' ~ X-X—lnx-l _1-Inx
_ . _

2 2

“7R. a) Calculam derivata functiei f(x)=
X * g

. . l-lne 1-1 0
1arf(e): R :e—2=0.
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1

' Hospital 1 '
b) Conform (1.25) caleulim lim f(x) = hmln—x:(Ej o U % i Lo L

x40y o0 x40 x! x40 | x40 xy 400

si atunci dreapta y=0 este asimptota orizontald spre +e.
¢) Pentru demonstarea inegalitatii ne folosim de monotonia functiei f care este datd de semnul functiei

/" Determinam punctele critice, / '(x)=0= 1-Inx=0 = Inx=1 = x=e si tabelul de semn al derivatei pe
intervalul (0,+e0)

X ‘ 0 (S +oo

') |++++++ 0 commmoeeoo -
Pe intervalul (0,e], f'(x) >0= feste functie crescatoare, iar pe [e, ), f (x) <0 = f'este functie
descrescatoare, atunci x=e este punct de maxim local

prop.f.

ln x ln e logaritm
=fix) <fle) = —<—:>elnx<x1ne = Inx° <Ilne’ = x° <e' pentru orice x>0.
e

% P15. Se considerd functiile f,:R—R, date prin fy(x) = ¢*-1si f,,,(x) = f,(x) pentru orice

neN.
a) Sa calculeze f;(x), xcR.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale catre +e a graficului functiei f; .

¢) Sa se calculeze lirr(}M )
X—> X

“R. a) Determinam f;(x) pentru n=0:

fl(x)zfol(x)z(e_x—l)'=(e_")'—l'=(— )ie —0=—1-e"=—¢".
b) Conform (1.25) calculam hm f(x) = lim ( —1) = lim L—1 = L—1 =0—-1=-1 si obtinem
X—>+00 X—>+00 e _I_w

asimptota orizontalad dreapta y=—1.
¢) Calculam mai intai, pentru n=1, f,(x)= f, (x)= (—e’x)' =(—x)" (—e’x) =1 (—e”‘) =e " si

_ —-X _ 1'Hospital eix + X —1 ! _ X
li 2D Xl emrxl [0 fim ) e
x—0 X x—0 X 0 x—0 ()CZ )' x—0 2x
0 1 Hospital . (—eix + 1)' ' e " eO 1
== = lIm————=lm—=—=—.
0 x—0 ( 2x)' x>0 D 2 2
e -1,

, unde a =R.

%2'P186. Se consideri functia £ R — R de forma f(x) =
X Hx+ a, x>0

a) Sa se determine a€R astfel incat functia f'sa fie continua in punctul xo = 0.
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abscisa -1.
f(x)+1

¢) Sa se calculeze lim ~—;
x>0 xT 4 x

7R, a) xo=0 este punct de acumulare pentru R si calculam limitele laterale in xo:
1,(0 )_hmf(x)_hm(e ~1)=¢’-1=1-1=0

x—0
<0 x<0
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zd(ox)j0 1imf(x)=£i§3(x2+x+a)=02+0+a:a

0 x>0

(1.5)
Pentru ca functia sa fie continua in xy=0 trebuie ca /(0)=/,0) = a=0.
b) Ecuatia tangentei la graficul functiei este y-f{xo)=f""(xo)( x-x0), (1.10), unde x,=-1<0 si functia este

fg)=¢*1. Caleulam f(~1)=e"~1=2-1, f(x)=(e=1)'=(e")-1'=¢", Fi(-1)=e' =
e

9

+1
inlocuim si se obtine: y—(l—ljzl()ﬂrl) = y—l+1=u e =
e e e e
ye—l+e=x+1=t:x—ye+2—-e=0
¢) Dacd x--o atunci functia este f{x)=¢"-1 si
A AL TNt P T A e S

x>0 x4 x x>0 x° 4 x X—>—0 xz +x x> (xz +X) +00

%2'P17. Se considera functia / :-R*—R, definiti prin f(x) = e—z.
X
a) Sa se calculeze f (x), xeR*.
b) Sa se demonstreze ca functia f'este descrescatoare pe (0,2].
¢) Sa se arate ca 2e <36

“'R. a) Derivam dupa cat (1.14):

N G R T

(x ? )2 x xx‘3 R
b) Determinidm semnul derivatei pe intervalul (0,2]: x>0 = ¢">0), x>0 si x-2 <( atunci
f'(x) £0sidin (1.22) = feste functie descrescatoare.
¢) Pentru demonstrarea inegalitatii ne folosim de punctual b). Functia este descrescatoare, adica

V2 3
x;<x2,=f{x;) 2f(x;). Din intervalul (0,2] ludm numerele V2<\3 si obtinem: % > eT = 2¢V <3072,

%2/ P18. Se consideri functia f:R—R, fix) = (x +1)*+(x-1).
a) Sa se verifice ca f'(x) = 4x pentru orice xcR.

b) Sa se calculeze lim DACY .

X—>+0 x2

¢) Si se demonstreze ci f'(x) <e*™-1, pentru orice x€R.

7 R.a) Ridicam la putere: flix)=x>+2x+1+x*-2x+1=2x>+2 si apoi derivim f '(x)=2-2x+0=4x.

2 2
by tim £ = tim 22 _ i (Ziz+%]= lim (2+%)=2+0=2.

X—>+0 X X—>+00 xz X—>+00 X X X—>+0 X

¢) Consideram functia g:R—R, g(x)=e*-4x-1 pentru care ciutim punctul de minim. Calculim
f'(x)=(4x)"e* —(4x)'-1'=4e* —4 . Din f'(x)=0 obtinem: 4-(e*-1)=0= ¢"=1=4x=0=x=0
Tabelul de semn:

X -o0 0 +-o0
g'x)  |---------- O++++++++
x=0 este punct de minim, atunci g(0) <g(x), pentru orice xR, adicd 0 <e*™-4x-1=>4x< *-1.
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%2/ P19.Se considera functia f:(0,+0)—R , f(x) = 1n_2x :
x

a) Sa se calculeze f'(x), xc(0,00).
b) Sa se calculeze lim f(x).

1 :
¢) Sa se demonstreze ca 0< f(x) < > pentru orice x € [\/2,4—00).
e

" R.a) Folosim regula de derivare a catului

1 o
L () i () O TR e x(1-2Inx) 1-2Inx
f(x = = 2 - o - pa =

(] :

' Hospital In ! T
b) 1imf(x)=1imh’—2x=(fj P i f) ~ lim 2 = Jim —— =1 = ¢
X—>+0 x40y X—>+00 ()C ) ' x40 Dy x40 Dy 0

¢) Determinam monotonia functiei /. Aflam punctele critice: f '(x)=0

1
! 231nx:O:>1—21nx:0321nx:1:>1nx=%:>x:€2Z\/;-

X
Tabelul de semn

X 0 \/E +oo

f'x) | ++++++ 0 --cumn--
Obtinem: f'este descrescatoare pe intervalul [\/g, +oo) , adicd Je <x<+owo=>

o1
3 In+/e e "¢ 1

. 1 _ _
lim £ () </ Sf(\/;):>0<f(x)ﬁz,unde f(JZ) (&)2 =i =

#2'P20. Se consideri functia £:[0,1]-R, f(x) = . >
X+

a) Sa se calculeze f '(x), xe [0,1].

b) Sa se verifice ca f(0) +f’(0)=%.
1

f(x)

= R.a) Calculdam dupa regula de derivare a catului
(ex)"(“'z)_ex (x+2)" & (x+2)-e"-1 G (x+2-1) Ka (x+1)

¢) Sa se demonstreze ca — < <2, Vxe[0,1].

Q| W

'

dia (x+2)2 (X+2)2 - (x+2)2 - (x+2)2‘
& f(°>=oiz=§’f‘”ﬁ:i’f<0>+f'(0)=§+§=%=§.

¢) Determindm monotonia functiei pe intervalul [0,1]. Se observa ca f '(x) >0 deoarece sunt numai
valori pozitive si atunci functia este crescdtoare pe [0,1]. Conform definitiei monotoniei functie, avem:

0<x<1=/0)<f(x)<f(1) = %S f(x)< gsi inversand rapoartele se obtine 3 < f(l ) <2,V xel0,1].
e X
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2
#2/P21. Se considera functia £R\{1}—R, definita prin f(x) = L)C;Lz _
v

a) Sa se calculeze f'(x), xeR\{1}.
b) Sa se demonstreze cd functia f'admite doud puncte de extrem.
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice catre +oo la graficul functiei f'.

= R.a) Calculam dupa regula de derivare a catului
(x2+x+2)'-(x—1)—(x2+x+2)-(x—1)' (2x+1)~(x—1)—(x2+x+2)~1
(x-1) ) (x-1)
2352 =2x+ ¥ -1-x*-x-2 x*-2x-3
) (x-1)’ T
b) Determinam punctele critice:
F109=0= x> =2x=3=0,JA =B’ —dac =(-2)’ —4-1.(-3) =VA+12 =16 = 4,
—(-2)-4 2-4 2
—bi\/l)2—4ac:> A= 2-1 - 2 :7:_1

2a —(—2)+4_2+4_§:

r')-

X, =

? 2-1 2 2
Semnul derivatei este dat de expresia de gradul II de la numarator. Tabelul de semn al derivatei:
x o0 1 1 3 oo |
f'(x) t+++++0----- -- /. 0++++++
Jx) T T/ 7 _—
x=-1 punct de maxim relative si x=3 punct de minim relativ, atunci functia are doud puncte de extrem.
¢) Deoarece gradul numaratorului este 2 iar gradul numitorului 1, functia nu are asimptota orizontala si
atunci poate avea asimptota oblicd de forma y=mx+n, unde

X +x+2
- . 2
. — . X H+x+2 . . .
m= lim —— G = lim —*=1 = {im > =1, deoarece numaratorul si numitorul au grade egale,
X—>+0 X X—>+0 X X—>+0 X —Xx
iar
. . (X +x+2 . X Hx+2-x-(x-1)
n:hm(f(x)—mx)zhm ———1-x|=I1lim =
X—>+00 X—>+00 x—1 X—>+00 x—1
L X Hx+2-xt+x . 2x+2
= lim = lim =2.
X400 x—1 e |

Asimptota oblicd va avea forma y=x+2.

22/ P22. Se consideri functia £ (0,4+0)—R, f{x) = x -elnx .
a) Sa se calculeze f'(x), x£(0,00).

b) Sa se calculeze lim S F X)
x—e f (X)
¢) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.
7 R.a) f'(X) = X'_(eln.X)' zl—e(lnx) :1—@-1: x—e X
X X
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. f(X) . x_elnx . x2_€x1nx (Ojl'Hospital ] (xz_exlnx)v
lim =lim =lim =—-| = lim——%=
x—e f'(x) x—e xX—e x—e xX—e 0 x—e (x_e)v
X
2x—e| 11 !
b)=1im(x2)'_.e(x.lnx)'=1im2x_e[xnhfx;x'(lnx”:nm = '?HX'\" _
x—e x'—e x—e — x—e

2x—(elnx+e)

=lim =2¢—clne—e=2e—e—e=0.
¢) Determinam punctele critice, f'(x)=0, Y7l )= x—e=0=>x=c si tabelul de semn
X 0 e “+oo
f'x) | ------- 0++++++++

Pe (0,e], 1 '(x) 0= feste functie descrescdtoare, iar pe [e,+<°), f (x) > 0= f este functie crescatoare.

%2 P23. Se consideri functia R—R., f{x) = (x’-2x +1)e".
a) Sa se calculeze f'(x), xcR.
b) Sa se determine numarul punctelor de extrem ale functiei /.

¢) Sa se calculeze lim){&—lJ .
e\ f(x)

= R.a) Se calculeaza derivata dupa regula produsului
f'(x) = (xz —2x+1)'-ex +(x2 —2x+1)~(ex)': (2x—2)~ex +(x2 —2x+1)-(e") =
= (2x—2+x2 —2x+1)~ex = (x2 —1)~e”.
b) Determinam punctele critice, f '(x)=0 si din tabelul de semn aflam punctele de extrem.
f'(x)=0:>xz—1:0:>x2 =1=x,=%1

X -00 -1 +1 +oo
f'(x) +++++0-------- 0++++++
Pe (+e,-1] f'(x) >0= feste functie crescatoare, iar pe [-1,+1] f'(x) <0= feste functie descrescdtoare
si atunci x=-1 punct de maxim local. Pe [-1,+1] f'(x) <0= f'este functie descrescitoare, iar pe [+1,+o°)
f'(x) >0= f'este functie crescatoare si atunci x=+1 este punct de minim local. Functia are doua puncte
de extreme local, x=-1 i x=+1.

c) 1imx(M1]=umx[ (x I)RXRX1]=limX(x21x2+2XIj=

== f(x) oo | (2 —2x+1) xoe Xt —2x+1

2
_ hmx(Lj i 22

oo\ x2=2x+1) e x?—2x+1
! -1)(x+1)-€
sau limx[M—lj:limx (x )(x2 )e -1 zlimx(x—ﬂ—lj:
x>0 f(x) X—0 (x_l) et x>0 x—1
—hrn)c[\x‘+1 X+1j:h x[—j:hmZ—x:2
x—® x_l xX—® X — X—0 X—l

4

%2/ P24. Se consideri functia f:(0,+00)—R, definita prin f(x) = %_ nx.

a) Sa se calculeze f'(x), xc(0,).
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b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei f.

2
< - x -1
¢) Sa se demonstreze cd In+/x <

pentru orice x€(0,+o0).
e 4 ' 3 4 .
x_J-R.a) f,(x)z(%j —(lnx)'z%x _l:xs_l:x 1.
b) Aflam punctele critice, f '(x)=0,
xt -1
X

definitie al functiei si atunci punct critic este x=1. In tabelul de semn conteazi numai semnul expresiei
2
x°-1:

:0:x4—1:0:>(x2—1)(x2+1):O:>x2—1:0::>x1’2 =+1, dar x;=-1 nu este in domeniul de

X Wini '1 0 +1 o0
x-1 t++++++ 0------- S0+++++++++
f'x) L1111l ----0+++++++++

Pe intervalul (0,1], f"'(x) <0 = f este descrescatoare, iar pe [1,+°) f"'(x) >0 = feste crescatoare si atunci
x=1 este punct de extrem.

2 2
¢) Inegalitatea se mai poate scrie: In+/x < %—% = lnx/;—x? < —% -(—1) = x:—ln\/; > % , ceea ce

ne arata ca se compara f (\/; ) cu f(1). Din monotonia functie de la pct.b) avem functia crescatoare pe
2
[1,+00), adicd Vx 21= f (\/; ) > f(1)= %_ In+/x > % , care este inegalitatea de demonstrat.

%2/ P25. Se considera functia fR—R definita prin f{x) = ¢"-x .
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.
b) Sa se demonstreze ca f(x) > 1 pentru orice x€R.
¢) Sa se scrie ecuatia asimptotei oblice catre -e la graficul functiei 1.

o R.a) fv(x):(ex)'_x'zex—l.

b) Determinam monotonia functiei si punctele de extreme. f'(x)=0=e¢ " —1=0=¢e"'=1=>x=0.
Tabelul de semn:

X -00 0 +oo
') | -------- 0++++++
fo) | T me—
x=0 punct de minim pentru £, adica f{x) >f{1) = f{x) > €"-1=1, pentru orice xcR.
¢) Ecuatia asimptotei oblice este y=mx+n,unde

m=1im 2%~ fim €7 _ lim (e——lj= lim(

X—>—0 X X—>—00 X X—>—0 X X—>—00

—ljzl—le—lz—l, iar

xe 00

n=lim (f(x)—mx)= lim (¢' —x—(~1)-x) = lim (¢ =X +x ) = lim L =L _0 si asimptota oblica
e o ¥o=e e

catre - la graficul functiei va fi y=-1-x+0 = y=-x.

#2/P26. Se consideri functia /: R—R definita prin fx) = &" - x -1.
a) Sa se calculeze derivata functiei /.
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f'.
¢) Si se arate ci €% -1>1004-2009 - (e-1).
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TRa) f(x)=(e)—x-T'=et 1

b) ) Determindm monotonia functiei. Punctele critice f'(x)=0=¢"-1=0=¢" =1= x=0. Tabelul
de semn:

X -co 0 o0
') | -------- 0++++++
fx) |T—sm__—"
Pe intervalul (-,0], f '(x)<0 = f este descrescatoare, iar pe [0,+<°), f '(x)>0=> f este crescatoare.

¢) Din b) se obtine x=0 este punct de minim = f{x) >£(0) = ¢"-x-1>0=>¢">x+1 pentru orice xcR.
Ludm valori pentru x: 0,1,2,...,2007 si obtinem:

e’ >0+1 e’ >1
e'>1+1 e'>2
e >2+1 =e’ >3 si le Tnsumam egalitatile intre ele, se obfine:

e >2007+1 €™ >2008

e +e+e+..+e 21+2+3+...42008. (*%)
In membrul stang al inegalitatii avem suma primilor 2008 termeni ai unei progresii geometrice cu

n

primul termen b;=e"=1 si ratia q=e si o calculim suma dupi formula S =b- pentru n=2008 si se

2008 _

obtine 1- . Termenul din dreapta al inegalitatii este dat de suma primelor n numere naturale:

n(n+1)_

, . 2008-(2008+1)
S, = — pentru n=2008 si se obtine

. Inlocuim in (**) se obtine

2008 2008

_ . -1
‘ 112200822009 = ¢ —21004-2009|-(e~1)= ¢™" ~1>1004:2009- (e -1).
€ — e—

#2'P27. Se consideri functia /: (0,4=)—R, f(x) = Inx
x

a) Sa se calculeze f'(x), xe(0,0).
b) Sa se studieze monotonia functiei 1.
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale la graficul functiei /.

“'R.a) Se calculeazi derivate functiei dupa derivate catului

1
()= (Inx)-x—Inx-x' gﬁx\—lnx'l _1-Inx
x’ x’ x?
b) Pentru studierea monotoniei determinam punctele critice si facem tabelul de semn al derivatei.
1-1
f'(x)=0= 2nx=O:>1—lnx=0:>lnx=1:>x=e.
X
X 0 e +oo
f'x) +++++0----------

Pe (0,e], f '(x) >0 atunci functia este crescatoare, pe [e,+), f '(x) <0 si functia este descrecatoare.
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1

1" Hospital 1 ! T
¢) Calculam limita la +eo: lim f(x)= lim Inx = [fj = lim ( nx) = lim £ = lim — 1 L =0 si
X—>+00 x40y o0 x40 ! x>0 | x40 X 400

atunci dreapta y=0, (axa Ox) este asimptota orizontala spre +ee.
1.
o . o . —e — 1, x<1
© P28. Se considera functia fR—R, f(x)= i
In x, x>1

a) Sa se studieze continuitatea functiei f In punctul xo = 1.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre -oo la graficul functiei /.
¢) Sa se arate ca functia f este concava pe (1, + o).

(X
...

R.a) Pentru determinarea continuitaii calculam limitele laterale in punctual xy=1 si valoarea

functiei: Zs(l)zlinllf(x)zlin}(l-e"—1)2%-&—1:1—1:0
X—> xX—> e

x<l1 x<1

[, (l) = linllf(x) = linlllnx =Inl1=0, f(l) zi-\e\—l =1-1=0. Avem /(1)=[,1)=A1)=0 si atunci
ol et
functia este continua in x¢=1.

b) hm f(x)— hm [l e —lj— lim (l %—lj— lim ( 71+1 —lj: L —1l=—-1=0-1=-13si
e

x—>—o\ e e X—>—0\ e

—

dreapta y=-1 este asimptota orizontald catre -oo la graficul functiei /.
¢) Pentru determinarea concavitatii si convexitatii unei functii ne folosim de derivate a II-a a functiei.

Pe intervalul (1,+e) functia este f{x)=Inx si atunci f'(x)= l,Vx >1= f"(x)= —iz,‘v’x > 1 care este
x x

negativa deoarece x>>0 pentru orice xe(1,+e<). Daci f "(x)<0 atunci functia este concava pe (1, + o).
22 P29. Se consideri functia £:(0,+0)—R, f{x) = x-Inx.

a) Sasearateca f{(1)-/'(1)=1.
b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei f .

¢) Sa se calculeze lim S (x).
X—>0 X
“7R.a) f{1)=1-In1=1-0=1, f'(x)zx'—(lnx)'=1—l:> f'(l):l—%:osif(l)-f’(1)=1-0=1.
X
b) Determinim punctele critice si semnul derivatei: f '(x)=0:1——=0:>l=1:>x=1
X X
X 0 1 +oo
f'x) | ------- O++++++++

Pe (0,1], f'(x) <0, feste descrecatoare, iar pe [1,+e°), f(x) >0, feste crescatoare si atunci punctul
A(1,1) este punct de minim.

c) limf(x)zlimx_lnx lim (l_ln_xj l—limln—le—Ozldeoarece

X—>0 X X—>0 X X—0 X X—>®0 X
1
Inx oo \!'Hospital . (ln )C) 1 1
lim—=|—| = lim—%~=limX=lim—=—=0.
x>0y 0 x>0 y! x—o ]| x>0 ) 400
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22 P30. Se consideri functia /: R-R, fix) =x + ¢".
a) Sa se calculeze limw.

x—0 X
b) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.
¢) Sa se rezolve in R ecuatia f'(x)-f "(x) +f{x) = ¢'-3 .

= R.a) lim S()=1(0) =lim S ()= 1(0) care este derivata functiei in punctul xy=0.

x—=0 X x—=0 x—=0
fD-1O) _,
. .

' _ 2\ X\ X . ' _n. 0 _ . . oqe
f (x)—(x )+(e ) =2x+e" si f(0)=2-0+¢" =1 siatunci lim
b) Convexitatea se determina cu ajutorul semnului derivatei a II-a:
f'(x)= (2x + e")' =2.x"+ (ex)' =2+¢e", f"(x)>0 V xeR si atunci f este convexa pe R.

¢) Inlocuim pe /' si /"' de la pct.a), respective b) se obtine: f '(x)-f "(x)+flx)=€'-3 <
2xte"-(2+e )t X + e'= -3 o 2xte-2-e X7 + - € +3=0 o X2+ ]1=0 (x+1)’=0 <> xjo=-1.

%' P31. Se consideri functia £:(0,+=)—R, f{x) = x’Inx.
a) Sa se arate ca f'(x) = x(2lnx + 1), oricare ar fi x(0,+).
b) Sa se calculeze limM.
x>0 x|nx

< < 1 :
¢) Sa se demonstreze ca f(x)> 5y pentru orice x > 0 .
e

" R.a) Se calculeaza derivata dupa regula produsului.
f'(x) = ()cz)’-lnx+x2 -(1nx)': 2x-Inx+x® -i: 2xInx+x = x(21nx+1).

p.1

' 2 1 + 1 L'Hospital
b) tim L) _ jiy X (2Inx )—1'm21nx+1:(f] = lim—X =2

oo xlnx >+ Xlnx = Inx w) e

x
¢) Determindm monotonia functiei si punctele de extreme. f'(x)=0=x(2Inx+1)=0=2Inx+1=0

(deoarece domeniul de definitie al functiei este (0,+o°) atunci x>0)
1

=2lhx=-1=Inx= % = x = 2 punct critic. Tabelul de semn

g 0 e% +oo
f'x) | ------- O++++++++
o [ T—m_— |

2
x= e% este punct de minim = f(x)> f(e;j = f(x)> [e;j -ln( ;j =e (—%} = _2Le pentru
orice x€(0,+).

#2/P32. Se consideri functia fR—R, f(x)=x —LX :
a) Sa se calculeze f(0) + 1 '(0). ’

b) Sa se arate cd functia f este concava pe R.
¢) Sa se demonstreze ca panta tangentei in orice punct la graficul functiei /' este mai mare decat 1.
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“"R.a) f(O) = O_eio: —%: —1, apoi calculam

L1(x)=(x)= () =1=(=x)"(e*) =1=(-1)-(e ) =1+e™* =1+eix si f’(0):1+io=1+1:2.

e
Obtinem £{0) + f'(0)=-1+2=1.
b) Concavitatea se demonstreza utilizand derivata a I1-a (1.24).

f"(x) :(1+e"")'=1'+(e‘x)':O+(—x)'-e"‘ =—l-e" :—Lx. Cum e* >0,V e R, atunci f"(x)<0
E

pentru orice X€R si functia este concava pe R.
¢) Din interpretarea geometrica a derivatei de ordinul I, /() reprezintad panta tangentei la graficul
functiei in punctul (xy,f(xy)), pentru orice xy din R. Se cere sa demonstrdm ca f"'(x)>0, V € R. Din

e >0,VeRsi f'(x):1+Lxevidentf’(x)>1,VeR.
e

%2/P33. Se consideri functia £[0,+0)—R, f(x)=1- 2 —.
x+e
5 ) 5 2¢" (1-x) ,
a) Sa se verifice cd f'(x) = ﬁ, pentru orice xe[0,+00).
x+e'

b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale cétre +oo la graficul functiei 1.

< « l-e .
¢) Sdsearateca —1< f(x)< oo’ oricare ar fi x>0.
+e

" R.a) Calculam dupi regula de derivare a sumei si apoi a catului.

f.(x)1,_z(ex)'-(x+(j+)ex2)g-(x+ex)'0_2ex.(x+(e;)+;)e:_(l+ex)
:_ZeX(x+ex_]—eX) =_Ze"(x—1) i 2€x(l—x)
(x+ex)2 (X+ex)2 (x+e")2

b) Asimptota orizontala este y=/, unde

X X 1" Hospital zex !
lzlimf(x):limil— 2 j:l—hm 2 [fj = 1—1imu=
X

xX—>+00 X—>+0 +e* x40 x + e | oo x—>+00 (x 1" )v

. 2e" . .
=1-lim " ¢ —=1-2=-1 si asimptota va fi dreapta de ecuatia y=-1.
X—>+00 + e
¢) Determinam monotonia functiei si punctele de extrem.
2e" (1-x ) . : .
f '(x) =0=> (—2) =0=1-x=0= x =1 punct critic. Semnul derivatei este dat de 1-x, expresie
x+e'

de gradul I. Tabelul de variatie al functiei
X 0 1 “+oo
f'(x) B | J

f&) 1 5\_1

l+e
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2¢°
O+e

Calculam limita functiei la - lim f(x)=1- =1-2=-13si

0

1
f(1)=1- 2e -=1- Ze ltem2e l-e . Din tabelul de variatie, punctul de coordonate (1,1—ej
l1+e I+e I+e I+e I+e
este punct de maxim si valoarea minima a functiei este -1, adica —1< f(x) < 1_—6 .
+e

%2/ P34. Se consideri functia fR—R definita prin f{x) = (x* + 2x + 3)e" .
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se determine limw.

x—0 X
¢) Sa se demonstreze ca functia /' este crescatoare pe R.

<4 R.a) Calculam derivata dupa regula produsului
f'(x)z(x2 +2x+3)'-e" +(x2 +2x+3)-(e")'=(2x+2)-ex +(x2 +2x+3)-ex =
=(2x+2+x2 +2x+3)-e" =(x2 +4x+5)ex.

by 1im =S ©) _
X

x—0

limL{;(O) =7'(0)= (O2 +4-0+ 5) -e” =5-1=>5conform definitiei derivatei.
x—

x—0

¢) Considerand /' o functie care are derivata mai mare sau egala cu 0, atunci functia este crescatoare.
Calculim f"(x)= [(xz +4x+5)-e"]’: (x2 +4x+5)‘-e" +()c2 +4x+5)-(e")' =

=(2x+4)-¢" +()c2 +4x+5)-e" = (2x+4+x2 +4x+5)e" = (x2 +6x+9)e" =(x+3)-e".

Cum (x+ 3)2 >0 sie™0 atunci f "(x) > 0sif ' este functie crescitoare (1.21).

1-/x
1+/x
1

a) Sa se verifice cd f'(x) = ——————, pentru orice x > 0.

i)

b) Sa se determine ecuatia asimptotei catre +oo la graficul functiei /.
¢) Sa se demonstreze ca pentru orice xc(0,2] este adevarata inegalitatea Jx - f'(x) L f(x).

#2/P35. Se considera functia f:(0,+0)—R definita prin f(x) =

~'R.a) Se calculeaza derivata catului

O ) A LB v b U vy
(1+R) (1+35)

(1+\/;) (1-vVx) o144 7' 1

N Y e 1

LI (N A O A S
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= lim —1 si dreapta y=-1

ST Jlim 7=

b) Calculdm hm f (x)=lim 1=

x—)+001+\/7

N (_wjmmpml. (1-x)

o¢]

este asimptota orizontala spre +e la graficul functiei /.

1 1f 1
R | T

<1- f<:> 1<(1+\/7)( \/;)(:)—lﬁl—x<:>—2ﬁ—x|-(—l)<:>xS2,"A"pentruorice

) VxS f() & Vx|~

(1+\/_)

1+\/_

x€(0,2].

#2/P36. Se consideri functia £R—R definita prin f{x)=(x"-3x-3)e".
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale spre -oo la graficul functiei f'.
¢) Sa se arate cd tangenta la graficul functiei £, dusa in punctul de coordonate (x0, f(x0)),
unde xp = -2 , este paralela cu axa Ox .

= R.a) Se calculeaza dupa derivata produsului
f'(x) = (a:2 — 3z — 3)'06'T + (:r;Q — 3z — 3)-(6”)' = (2:1: — 3)61 + (a:2 — 3z — 3)61 =
:(2:13—3+:132 —3:£—3)e‘” :<x2 —x—6)e‘””.

b) Ecuatia asimptotei orizontale y=/, unde

[ = lim f(x) = lim (xQ — 3z — 3)6”} = (oo-O) = lim M = [2] =

—x

T——00 T——00 T——00 e 00
' Hospital (CEQ — 3 — 3)' 20 — 3 50 1" Hospital 9
= Ilim = lim =|—| = Ilim = — = 0 si ecuatia
T——00 (67I ) ! z—=—00 o 7 00 z——00 o~ 7 00

asimptotei orizontale la graficul functiei este y=0 (axa Ox).

¢) O dreapta este paralela cu axa Ox daca panta ei este nuld (m=0). Din definitia derivatei avem in
punctul xo avem m=f '(x0)=[(-2)2-(-2)-6]‘e0=(4+2-6)- 1=0, adica tangenta la graficul functiei in punctul xo
este paraleld cu axa Ox.

#'P37. Se consideri functia £:[1,+00)—R definit prin f(x) = x-lnx :
x+Inx

a) Sa se verificecad f(1)+ f(e)= ﬁ

l+e
_ . 2 (ln x— ) )
b) Sa se arate cd f'(x) =—————, oricare ar fi x€[1,+ o).
(x+Inx
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei catre +oo la graficul functiei g:[1,+ c0)—R definitd prin
S(x
g(x)= ) 7
(/(x)+1)

50



Analiza matematica clasa a Xl-a Virgil-Mihail Zaharia

1-In1 1-0 e—lne e-1 .
1+Inl1 1+0

“TRa) f(1)=

b

e+lne e+l
f(1)+f(e)=1+e—1=e+,l/+e—,1/: 2e '
e+1 e+1 l+e

b) Calculam dupa regula de derivare a catului (1.14).

(3 —Inx)'o(x-+ Inx) — (x — Inx)(x + Inx)' (l‘i)("““)‘(x‘lnx)(“i}

'(x)= = =
/&) ()H—lnx)2 ()H—lnx)2
I 1 Inx 141 Inx
S rFnxslm e eIt T oy-2 2(lnx-1)
(x+lnx)2 ()c+lnx)2 (x+lnx)2.
¢) Determindm g(x)
2(Inx—1)
P A C I E _zanx—l)_(x—lnxmﬂnxji
(f(x)+1)2 (x—lnerljz (x+Inx)" x+Inx
x+Inx

2
= 2(lnx— 1) (x - lnx) = Z(lnx _1) = Inx-1 . Ecuatia asimptotei y=I/, unde

(x+In x)2 2x 2 x X
1
_ 1" Hospital Inx-=1) R
I=lim g(x)= lim Inx-1_ (fj i ) LT si ecuatia asimptotei
x—>+00 x—>+00 X 0 xX—>+00 x' x40 | x40y 00

la graficul functiei g este y=0.

2 —
#2'P38. Se consideri functia /:R—R, f(x)= x2 i :
x°+
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

¢) Stiind ca g:R* —R este functia definita prin g(x) = f(x)+ f (lj , sd se determine
x

2008 2010
)+x

og(x)+g(x?)+g(x )+ g(x
hm () ( ) (x2)009 (

x—0

" R.a) Se calculeaza derivata dupa regula catului (1.14)

(" =1)+ (7 +1) = (x* =1)- (¥ +1)" (2x=0)-(x* +1)=(x* =1)-(2x +0)

£(x)= = =
( ) (x2 + 1)2 (x2 + 1)2
2% +2x—2x° +2x 4x
= > = -, X€ER
(x2 + 1) (x2 + 1)
b) Determinam semnul derivatei
X -0 0 +oo
F) | e O+++++++++++

Pe (-=,0], /(x) <0 = feeste descrescitoare, iar pe [0,+), f(x)>0 = feste crescatoare.
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12_1 1-x°
-1 \x -1 2 -1 1-x

1
; x*+1 [1)2 1_x2+1 1+x>  xX>+1 1+x>
~ 1+

¢) Determinam g(x) = f(x)+ f ( j

X
-1 x -1 T g(x)+g(x2)+g(x3)+...+g(x2008)+x2010
=— - =0. Calculam limita lim 0 =
x +1 x +1 x>0 X
0+0+...+ 0+ x> 2010
=lim '"2009 =lim—=limx=0.
x—0 X x—0 X x—0

%2/ P39. Se considera functia £:(0,+90)—R, fx) = lnx-x +1.
a) Sa se calculeze f'(x), x€(0,00).
b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei .

¢) Sa se rezolve in (0,+o0) ecuatia f (xzoo8 ) +f (%) =0.
x
£ 1 1-x
R.a) f'(x)=(Inx)—x+1'=—=1+0=—=.
x x
b) Determindm semnul derivatei. f'(x)=0= I=x_ 0=1-x=0= x=1 punct critic. Tabelul de
x
variatie
X 0 1 +oo

f'(x) +4+4+4++ 0--mmmmm-
fx) M

Pe (0,1], /' '(x)>0 = f este functie crescatoare, iar pe [1,+), /' (x) <0= f'este functie descrecatoare si
punctul 4(1,0) este punct de maxim.

c) f(x2°°8)+f(ﬁ] =0 = Inx®™ — ™ 41+ h{ﬁJ - x21°°8 +1=0
= Inx®% — 2% 414 Inx 2 - xi)og F1=0 I 2 4 12— L4y g
x> 41— X21008 +1=0[-(-1)=>x™ -2+ xz}m =0= (x“’o“ —~ ﬁjz =0
= x'"" — xl}m = O‘ : (x1004) = (x1004 )2 ~1=0=>x"=1= x,, = *1. Din domeniul de definitie al
functiei avem x>0 si solutia ecuatiei va fi x=1.
%2'P40. Se considera functia £(0,+<)—R, f(x)=x —%.

a) Sa se calculeze f '(x), pentru xe(0,+).
b) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul de abscisa xp = 1.

¢) Sa se calculeze lim&.
x>0 x
= R.a) f'(x) = (x2 —x’z)' = (xz)'— (x’z)' =2x- (—2) . (x’3) = 2(x+ %) .
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b) Ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul xy este y-f(xo)=f""(x0)(x-xo), unde
1 . 1 : .
f(x)=r(1)=1 = 1-1=0si f'(x,)=/"(1)= 2(1 +1—3J =2-.2=4. Ecuatia tangentei la graficul

functiei in punctul xp=1devine £:y-0=4(x-1) = y=4x-4 = 4x-y-4=0.

2(x+1J
) limZ® _ im X

X/ im 2(1+i4]=2-(1+lj=2.(1+0)=2.
X—>0 X X—>+0 X X—>+0 X o0
ry . . 2x—1
= P4A1. Fie functia f:(1,+0)—>R, f(x)= :
Y

a) Sa se calculeze f"'(x), xc(1,).
b) Sa se verifice ca limM =-1.
x—2 X — 2
¢) Sa se arate ca functia f este descrescatoare pe intervalul (1,+00).

" R.a) Se calculeaza derivata functiei ct

f'(x)z(2x—1)'~(x—1)—(2x—1)-(x—1)' (2—0)-(x—1)—(2x—1)-(1—0)

(1) (1)

_2x-2-2x+1 0 -1 1
(=1 (1) (a-1)
b) Din definitia derivatei (1.6) avem lin%Lg(z) =/'(2)=- L __
X—> X —

(2-1)
1

(1)

¢) Monotonia functiei o determinam cu ajutorul derivatei. f '(x) =— <0, Vx >1 si atunci

functia este descrescatoare (1.22).

%2'P42. Se considerd functia fR—R, f(x)=x""" +2008".
a) Sa se determine f'(x), xeR.
b) Sa se demonstreze cd functia f este convexa pe R.

¢) Sa se calculeze lin(}w.
x— X
STRa) £1(x) = () + (2008°) = 2008x™ + 2008" - 1n 2008.
b) Convexitatea se determina cu ajutorul derivatei a I1-a (1.23).
£"(x)=(2008x"" +2008" - In2008)' = 2008 (x™")'+ In 2008 - (2008")' =

=2008-2007 - x> +In 2008 - 2008" - In 2008 = 2008 - 2007 - x**** +1n* 2008 - 2008 . Cum 2006 este
putere para, x*°°°>0 si 2008" >0, functie exponentiald, f "(x)>0= f este functie convexa.
' —f'(0 ' — (0
¢) lim f()=110) 1in01f () (J; (©)_ £"(0) =2008-2007 - 0™ + In>2008 - 2008’ =
xX—> X x—> X —

=2008-2007-0+1n*2008-1=0+In>2008 = In* 2008..

X —x+1

¥ +x+1
a) Sa se determine ecuatia asimptotei cétre -co la graficul functiei 1.

%2/ P43. Se consideri functia fR—R, f(x)=
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2(x* 1)

>, pentru orice xeR.
2
(x +x+l)

b) Sd se arate ca f'(x)=

. 2
¢) S se demonstreze ci oricare ar fi xR avem 3 < f(x)+ f(xz) <4,

2
\: ..J' . . . . . X —X + 1 .
R.a) Ecuatia asimptotei este y=/, unde /= lim f (x) = lim ————— =1deoarece x are aceeasi
x—>—o0 x>0 x* 4 x+1
putere la numarator si numitor. Ecuatia asimptotei catre -oo la graficul functiei feste y=1.

b) Se calculeaza derivata dupa derivata catului
()c2 —x+1)'-(x2 +)c+1)—(x2 —x+1)-(x2 +x+1>'

S'(x)= -
( ) (x2+x+l)2
_(2x—1)-(x2+x+1)—(x2—x+1)-(2x+1)_2x3+2x2+2x_x2_x_1_
(x2+x+1)2 (x2+x+1)2
_2x3+x2—2x2—x+2x+1_ 2x -2 2()52_1)
(x2+x+l)2 (xz+x+1)2 (xz+x+1)2
¢) Din tabelul de variatie al functiei apreciem valorile functiei.
2(x* 1)
fl(x)=0>——"-=0=>x"-1=0=x, =%1.
(x2+x+1)
Tabelul de variatie
X -00 -1 0 1 +o0
f'(x) B o o o T | J O++++++++++++++
Jx) 1
(1) =(=1)+1 1+1+1 P-1+1 1-1+1 1 0> —0+1
1)= = =3, f(1)= = =—, f(0)=———=1,
/(=1 (1) +(-1)+1 1-1+1 ) P+1+1 1+1+1 3 /(0) 0°+0+1
, L
lim f(x)= lim xz——x-i-i = 1(puteri egalelanum . Din tabelul de variatie = punctul
X—>+00 x—>+oox +x+

. 1 . .
de coordonate (-1,3) este punct de maxim, iar punctul de coordonate (l,gj este punct de maxim, adica

1 . . . :
3 <flx) <3. Daca xe[0,+e°) atunci % <flx)<1 si inlocuim x — x° obtinem % < fix’)<1. Adunam cele
1
5sf(x)s3 ) 5
doua duble inegalitati intre ele: ==< f(x)+ f(xz) <4.
1 f(x¥)=1 3
3

22/ P44. Se consideri functia fR—R, fix) =x’ + €.
a) Sa se verifice ca f'(0) = 1.
b) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

54



Analiza matematica clasa a Xl-a Virgil-Mihail Zaharia

¢) Sa se calculeze limm .

X—>0 e

“'R.a) Se deriveaza ca o sumi de functii /" '(x)=(x")"+(€")= 2x+¢" si f (0)=2-0+e’=0+1=1.
b) folosim derivata a II-a: f"(x)=(2x)'+(¢")'=2+¢". Din ¢>0 pentru orice xeR avem f "(x)>0 si functia
este convexa pe R.

o tim? ) =(levH‘fit”l1imf"(x)=1im(2+fo= im(£+1j:0+1:1.

xo0  oF 0 x—>0 (ex )' x>0 e

72/ P45. Se consideri functiile £, g R—R, flx) = (x-1)e" si g(x) = xe".
a) Sa se verifice ca f"'(x) = g(x) pentru orice xeR.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei spre -e= la graficul functiei g .
¢) Daca /=R este un interval, sa se demonstreze ca functia g este crescatoare pe / daca si numai
daca functia f este convexa pe /.

" R.a) Se calculeazi derivata produsului:
F(x) = (x-1)-e+(x-1)(e")=1-e"+(x-1)-€'= " (1 +x-1)=xe"=g(x).

. . . X
b) Ecuatia asimptotei este y=/, unde / = lim g (x) = lim (xex) = (—oo . 0) = lim —=
X—>—© X—>—00 X—>-w0 o
I'Hospital X ' 1 1
= lim ———=lim =— =0 si dreapta y = 0 este ecuatia asimptotei orizontale
X—>—0 (e*x )' X——0 _e—x —00

spre -o la graficul functiei g .

¢) Din punctul a) avem relatia /' '(x)=g(x), ¥V x€R . Prin derivare obtinem: f "(x)=g '(x), V xeR. Cum
functia g este crescatoare pe acele intervale unde prima ei derivata este pozitiva, iar functia f'este
convexa pe acele intervale unde a doua ei derivata este pozitiva, egalitatea anterioara justifica
concluzia.

2
%2'P46. Se considerd functia f:R\{1}—R data prin f(x)= al +13 .
x —

B x*—2x-3
(-
b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei f.

¢) S se demonstreze ca pentru orice a<l si b>1 are loc inegalitatea [ (a)— f(b)<-8.

a) Sa se arate cd f'(x) pentru orice x # 1.

4 R.a) Se calculeazi derivata catului:
oy ) )= ) (1) 20 (e~ 3
f(x)= z ) 2
(x—l) (x_l)
- 2x* —2x—x"-3 _ X’ —2x-3

(x-1)° (x-1)°

b) Punctele de extrem se gasesc printre punctele critice ale functiei

() =0 x2—2x—3:
r=0= A

0= x*—2x-3=0
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>
1
S
[\S)
|
N
Q
(@)
1
Q
|
N
N
[\e)
|
N
—_—
-
(U]
N
1
N
+
[E—
N
I
2
(@)
|
AN

()4 24 2
N _—bib’-4ac |' 2210 2 2
b2 2a ’ —(-2)+4 244 6
x2: = :—:3
2-1 2 2
Tabelul de variatie al functiei:
X =00 -1 1 3 400
f'(x) +4++++4+0----- JA— O+++++++++
f(x) _—Y )/~ 6

Pe (-e0,-1], f'(x) > 0 = f'este functie crescatoare, iar pe [-1,1) /'(x) < 0= feste functie descrescatoare
si atunci punctul A(-1,-2) este punct de maxim. Pe (1,3], f'(x) < 0= f'este functie descrescatoare, iar
pe [3,+), f'(x)> 0 = feste functie crescatoare si atunci punctul B(3,6) este punct de minim.

¢) Din tabelul de variatie al functiei avem: daca a<l, f(a)< -2 si b>1, f(b)> 6 si obtinem:

a)<-2 <=2 )
7{a) = fla) = f(a)-f(b)<-8.
£(8)26-(1) 7 s ()26
#2/P47. Se considera functiafi[1,40)—>R , fx) = x — 2Inx

a) Sa se calculeze f''(x), xe€[1,00).
b) Sa se arate ca functia f este descrescatoare pe [1,2].

¢) Folosind faptul ca 1 <x < X’ <2 ,oricare ar fi x € [l,ﬁ } , s se demonstreze inegalitatea x-
x L2Inx , pentru orice x € [1,\/5] .

.
n_-

R.
: : . 1 x-2
a) Se calculeaza derivata sumei de functii: f '(x) =x'-2 (ln x)' =1-2-—= :
X X
b) Punctele critice: f'(x)=0=>x — 2 =0= x=2 . Tabelul de semn al derivatei:
X 1 2 +oo
') | ------- 0+ +++++++

Pe [1,2], f '(x) < 0 si functia f este descrescatoare pe [1,2].
¢) Din b) f'este descrescitoare pe [1,2] si [1,\/5} c[L2] avem: x <x* = fiv)> fix') =

= x—2lnx > x* - 2Inx’ = x - 2lnx > x* — 4Inx = x —x° > 2Inx — 4Inx
= x—x’>-2Inx [(-1) = x’- x <2Inx.

- . . |
%2 P48. Se considera functia £(0, +o0)—R, f(x) = )
x(x+1)
< N 1 1
a) Sasearate cd f(x)=————,Vx>0.
x x+1
b) Si se arate ca f'(x)= ! ~——, pentru orice x > 0 .
(x+1) X

¢) Sa se calculeze 1im£x-f(x)-f(ljj.
X—>0 x
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1 1 x+1—x 1
“R.a) Calcula = = , Vx>0
a) Caleulam = X x+1 x(x+1) x(x+1) f(x) *

b) Calculam derivata functiei cat:

fv(x):(lj'_( 1 )':1'-x—1-x'_1'-(x+1)—1-(x+1)'_o.x_1.1_o.(x+1)_1.1_

X x+1 x? (x+1)2 B x° B

o 1 ! pentru orice x > 0.
x? (x+1)2 (x+1) X

. 1) . ‘ 1 _ 1 1 x_2
o s[4 )i ) -tz

X\ X

. X . X . . .
= hm—2 = hmz— =1 deoarece numaratorul si numitorul au acelasi grad.
Hw(x+1) xoo x° +2x+1

22/ P49. Se consideri functia £:(0,+90)—R, f{x) = (x-2)Inx.
a) Sa se calculeze f '(x), xe(0,00).

b) Sa se determine lil’IllL_{(l).
xX—> xX—
¢) Sa se arate ca functia /' este crescatoare pe (0,+o0).

" R.a) Se calculeaza derivata produsului:

x —
f'(x):(x—2)'-1nx+(x—2)(lnx) I 1nx+(x 2) =Ilnx+
X
b) Tinind cont de definitia derivatei avem: lirrll Sx) = 1f M =/'(1)=Inl+ % =0-1=-1.
xX—> X —
¢) O functie este crescatoare daca derivata ei este nenegativa (> 0). Calculam

f"(x)=(lnx+%2j:(lnx)'+ (x=2)"x—(x=2)-x :l+1-x—(x—2)-1:

2 2
X X X

2
, x€(0,00).

~

X+x—-x+2 x+2 _. _ 5
= 5 =——. Dinx€(0, +0) = x>0= x+2>0= f"(x)>0= [ este functie crescatoare
X

X
pe (0, +0).

1+/x, x>0

X

e, x< O

a) Sa se studieze continuitatea functiei f In punctul xp = 0.

b) Sa se determine ecuatia asimptotei cétre -co la graficul functiei 1.
¢) Sa se demonstreze ca functia f este concava pe intervalul (0,+c0).

#'P50. Se considerd functia fR—R, f(x)= {

“'R.a) O functie este continu in punctul xo daca limitele laterale si valoarea functiei sunt egale.

L(0)=lim f (x) =lime* =’ =1, 1, (0) =lim / (x) =lim(1+x) =140 = 1 5i
x<0 x<0 x>0 x>0

f«D:1+J6=J:>A@FM@Ff@L@dﬁm@h%&cmﬁm@hxr&
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. N | 1 _
b) Ecuatia asimptotei citre -« este y =/, unde / = lim f(x) =lime" =" =—=—=03si

X—>—0 X—>—0 e 00
asimptota orizontala spre -e la graficul functiei va fi y = 0.
¢) Pentru determinarea concavitatii folosim semnul derivatei a II-a. Daca xc(0, +o0) atunci

! = '+ X ' — +L:Ll
f(x):1+\/;,f(x)—1 (\/_) 0 N 2\/;5
1

) P 1 V-1 (V) 10'&‘1'2@ o
() 4 L TSR e

este concava pe (0,+0).

Solutii probleme bacalaureat 2007

'P.001.

Se consider functiile £,g:(0,+=) >R, f(x)= 1nilsi o) = ['(x).
X+

a) Sa se determine g(x), x > 0.

b) Sa se arate ca functia g este strict descrescatoare pe (0,+).

¢) Sasearatecag(x)>0, Vx>0.

d) Utilizand teorema lui Lagrange, sa se arate ca V neN* existd ¢, €(n,n +1) astfel incat
g(en)=An+1)-fin).

e) Sasearatecag(n + 1)< f(n + 1)- f(n)< g(n), V neN*.

f) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se arate ca L+—+...+ ! S ,VneN".
1-2 2-3 n(n+l) n+1
g) Folosind eventual punctele e) si f), sa se arate ca " <In 2n+2’ VeN .
2(n+2) n+2
‘:.'"R.a)
g(x):(ln X J: 1 ( X j:)x/ﬁ.x(x+l)—x(x+l) :l(x+1)—x-1:
x+1 X \x+1 x (x+1)l x(x+1)
x+1
Av1-£ 1
x(x+1) x(x+1).
1 (x*+x)=1-(x*+x)
b) Calculam g'(x):( 21 j: (x x) (2x x) =— 2x+12.DacéxE(O,Jroo)atunci2x+1>0,
X +x (x2+x) (x2+x)

(x*+x)>>0, deci g’ (x)<0 si atunci g este functie strict descrescitoare pe (0,+e).
¢) Daca x > 0 atunci si x+1>0, deci g(x)>0 pe (0,+).
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d) Teorema lui Lagrange: Daca functia continua f:[a,b]—R este derivabila pe (a,b), atunci exista

0@ _ )
-a

Aplicam Teorema lui Lagrange functiei f* (functie continua pe (0,+)) pe intervalul (n,n+1):
f(n+1)—-f(n)
/{ +1 7%

f(n+1)=f(n)=g(c,), ceea ce trebuia demonstrat.

ce(a,b) astfel incat

= f"(¢,), cx€(n,n+1). Tinand cont de definitia functiei g, obtinem

¢) Din punctul b) avem g este functie strict descrescatoare pe (0,+e) si n<c,< n+1 sunt numere naturale
pozitive= g(n+1)<g(c,)<g(n) sitinand cont de punctul d) obtinem
g(n+1)<f(n+1)—f(n)<g(n).

f) Verificarea prin inductie:

1° Verificare: Pentru n=1 = L=L" "
1-2 1+1

0 1 1 1 k . }
2" Demonstrare: — + +...+ = , Vk e N si demonstram pentru k+1:

1-2 2.3 k(k+l) k+1
11 1 1 k+1
—t +o+ + - 9
1-2 2-3 k(k+1) (k+1)(k+2) k+2

P(k)
k(k+2)+1 2 k+1

Obtinem k ! = ( ) _ Fa2k+l | )/ _k+1 e

kil (k+1)(k+2) (k+1)(k+2)  (k+1)(k+2)  (kaT)(k+2) k+2 7

Din 1° si 2° relatia este adevarata pentru orice neN’.

1
x(x+1)
1 2 1 1
pentru n=1: g(2)<f(2)—f(1)<g(l):>2—3<ln§—ln—<—

g) Folosind functia g(x)= si punctul e) obtinem:

2 1.2
pentru n=2: g(3)<f(3)—f(2)<g(2):>—<ln——ln§<%
pentru n=3: g(4)<f(4)—f(3)<g(3):>—<ln——ln%<3L4
.................. 1n . 1
pentru n-1 : g(n)<f(n)—f(n—l)<g(n—1):>n (n+1)<lnn+1—ln PR Py
pentrun : g(n+1)<f(n+1)— f(n)<g(n)= ! <1nn+1—ln " !

(n+1)-(n+2) n+2 n+1<n-(n+1)

Insumam aceste inegalitati si obtinem:

1 1 n+1 1 |
— ...+ <In —In—{+ ——si obtinem
2-3 n(n+1) n+2 20 1-2
L+ ! +...+ ! <In ntl :l+l. Tinand cont de punctul f), avem
1.2 2-3 n(n+1) n+2 2 2
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n+1_l<ln2n+2:>2n/+{—n7é/<ln2n+2:> n <ln2n+2’v”€N*_
n+2 2 n+2 2(n+2) n+2 2(n+2) n+2
' P.002.

Se considera functiile £, g .-R—> R, f{x) =x7, g(x) = In(l + x?).
a) Sase calculeze f'(x), g'(x), xeR.
b) Sa se arate ca f'si g au acelasi punct de extrem local.

g(x)

¢) Sasecalculeze lim——=

x—0 f(x)
d) Sa se arate ca pentru orice numar real x este adevarata inegalitatea f{x) > g(x).
(1 + xz) . 2x

‘:.'J'R.a (x)=2xsi g'(x)= =
)/ ; g( ) 1+x2A 1+x°
b) /' (x)=0 = x=0si g’(x)=0 = x=0. In acest caz x=0 este punct de minim local pentru f'si g.

g(x) ¥ {ﬂ” (+*)

¢) lim =1lim 5= lim : =1im2—x=1im(1+x2)=l.

x>0 f(x) x>0 11'1(1 + x2) x—0 (ln(l n xz)) x—0 1_?_);2 x—0

d) Consideram functia 7: R - R,h(x)=f(x)—g(x), h(x)=x" —ln(1+x2)§i
3 3

h'(x):2x— 2x2 :2f+2x272§= 2x
1+x I+x 1+x

x —ln(1+x2) >0 = x> In(1+x) = fAx) >g(x).

- care are punctul de minim x,=0, adica (x) >h(xo) =

*'P.003.
Se considera functia /:R—R , /' (x) =2 +1.
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.
- 1(0
b) Sa se calculeze lin(}M‘
X—> x
¢) Sa se arate ca functia f este strict crescdtoare pe R .

2
d) Sa se calculeze limw.
xoe 2x° =3

RS- =2 2.

defini
_ derivatei
by tim? )=S0
X

x—0

¢) Folosim semnul derivatei. Din 2">0 si In2>0, V xR, avem f’(x)>0 si atunci functia este strict
crescatoare pe R.

£'(0)=2"-In2=1-In2=1n2.

'

25
2 ' 25x* +3
mmé%ﬁ{%ﬁmLiilﬂwﬁéﬁi
x> Iyt 3 0 X (2x2+3) X0 /2(/ 2
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Z'P.004.
Se considerd functiile f, g : [0;1]— R, f{x) = x-arctg x si g(x) = In(1 + x2).
f) Sase demonstreze ca 0< fix)<1si 0<g(x)<1, Vxe[0;1].
g) Sa se determine f'(x) si g'(x), Vxe[0;1].
h) Sa se demonstreze ca functia f— g este convexa pe [0;1].
i) Sase arate ca f{x)>g(x), Vxe[0;1].

J) Sasearatecd | f(x)>./g(x), Vxe[0;1].

- 0<x<1

“R.a) xe0,1]= = 0 < xarctgy <1.
[ ] OSarctgxsg =

' ' , 1 X
b) f (x):x .arctgx+x.(arctgx) = arctgx + x - — = arctgx + .
(1 +x° ) 2x
g'(x)= R
) f (x ) -8 (x ) = xarctgx —In (1 +x’ ) . Pentru demonstrarea convexitatii folosim derivata a doua.

Notdm £:[0,1] — R, h(x)=(£-g)(x) si atunci h”(x)=(f —g) (x)=f"(x)-g"(x).

v ' ¥ '_ 1 x'-(1+x2)—x-(1+x2)v_ 1 1+x>—x-2x

/ (x)—(arctgx)+(1+x2j—l+x2+ (1+x2)2 _1+x2+ (1+x2)2 B

_ U (e 1 e 2 2

Cl+x 1+x ) 1+x° 1+ x° _(1+x2)2'

(x) (22)(142%)=2x-(1427)  2(1+2%)=2x2x 24224y’ 2-2¢ 2(1-x)
xX)= = = = =

¢ (1+2) (1+2) (1) (@) (1+2)

_ 2
h"(x)= 2 —2(1 i ):2—2+2x2 = 2x° —~>0,Vx €[0,1]. Daca derivata a doua este

(1+x2)2 (1+x2)2 (1+)€2>2 (1+x2)
pozitiva, atunci functia este convexa = f— g este functie convexa pe [0,1].
d) Din /#”(x)>0 = functia &’ este crescdtoare pe [0,1] si dinx>0 = h’(x)>4’(0)=0. Din 4 ’(x) >0 avem
functia 4 este crescatoare. Adica x>0 = h(x)>h(0)=0= f(x) — g(x) >0 = f(x)>g(x), V xe[0;1].

e) Din f{x) >0, g(x) >0, Vxe[0;1] si fix) > g(x) obtinem /f (x) >,/g(x), Vx € [0;1].

#'P.005.

Se considera functiile ;R = R, neN* astfel incét f;(x)=-4x"+3x si f,=f;.1°f, ¥ neN*,
n>2.

a) Folosind egalitatea sin3x =3sin x-4sin’x, V xcR, si se arate ci fi(sin x)=sin3x, V xcR.

b) Sa se calculeze fy(sinx ), x €R .

¢) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se demonstreze ca f, (sin x) = sin(3"x), V neN¥*,
Vv xeR.
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d) Sase calculeze /, = limm, keN".

x—0 X

L+ +. .+

e) Sase calculeze lim -
3n+

n—0

,unde I (k eN’ ) este limita calculata la subpunctul d).

7 R. a) fi(sin x)= - 4(sin x)’ +3sin x=3sinx — 4sin’x=sin3x, V xeR.
b) £, (sinx)=(f, f;)(sinx)=£,(f,(x))= £, (sin3x) =sin9x,Vx e R.
¢) Metoda inductiei matematice:
1° Verificare: pentru n=1=> f;(sinx)=sin3x, ,,A”, V xcR, din a).
20 Demonstratie: presupunem pentru n=k, fk(sinx)zsin(?akx), »A”,V x€R si demonstram pentru n=k+1:
frer(sin)=sin(3*"'x) 2 ,,A”, V xeR.
Calculam f,,, (sinx)=(f, o f,)(sinx) = f, (/; (sinx)) = £, (sin3x) = sin(3" -3x) = sin(3k”x) este
adevarat. Din 1° 51 2° = f; (sin x) = sin(3"x), V neN*, V xcR.

. . k . k . k
d) I, = lim 2t (sinx) _ppsindte o (e sindo) gy o sinde g
x—0 X x—0 X x—0 3kx x—0 3kx
Progresier
2 n geometric n__ n+l
o limA et 383 Fed Y oim 313y e 3.2l g
n—w 3n+ n—»o 3”+ 3 _1 2
. o 343443 33 1 (33 1. 1 1 1
inlocuim: lim - =1lim . =—1lim - =—lm|l-— |=—-1=—.
n—w 3’7+ n—w . 3”+ 2 n—w 3’” 2 n—w n 2 2
' P.006

Se considera functia fR—>R f(x)= 2,
a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se arate cd, daca xe[1,2], atunci (x — 1)(l —%} >0.
x

¢) Utilizand eventual inegalitatea de la punctul b), sé se arate cd, daca x €[1, 2], atunci 1 + g < %
X

d) Sa se verifice ca ;+M < %,Vx €[0,1].

f(x) 2
“TRoa) f(x)=(1-2%) 2" In2=-2x-2"" - In2, xeR.
b) x€[1,2] =2 1<x<2= x-120 six<2= lzl:l—%zo
x x
x—120
1 :(x—l)(l—ljzo
S x
. 1 1 . 8
¢) Pornim de la (x—1) —3 > (si efectudm calculele
x
S R 1T
2 x 2 x 2 2 x 2
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d) Din f(x)= 2" 1-x” functie descrescatoare si xe[0,1] = A1)<Ax)<A0) = 1 <flx)<2. Aplicdm

. : : 1 f(x)_3
punctul ¢) si inlocuim pe x cu f{x) obtinem: +——=<=Vxe[0,1].
f(x) 2 2
“'P.007
In(1+2
Se considerd functiile /: (0, «) >R, f{x)=x-1-x-Inx sig:(0,~) >R, g(x)= n(—x) .
X

a) Sa se calculeze f'(x), x€(0,).

b) Sa se arate ca f{x) <0 oricare ar fi xe(0, =)
¢) Sase calculeze limg (x).

>0
d) Sa se calculeze g'(x), xc(0,).
e) Folosind eventual punctul b) si notatia 1+2x = ¢, sa se arate ca functia g este descrescatoare pe

(1,0).
f) Sasearateca (1+2\/§)ﬁ >(1+2\/§)ﬁ.

= R. a) f'(x):x'—l'—(x'-lnx+x'(lnx)'):1—lnx—x~l:1—lnx—1:—lnx,xC(O,oo).
X

b) f'(x)=0 = -lnx=0 = x=1
Tabelul de variatie
X 0 1 +oo
f(x) 4444+ 0-ccmmmmm e oo
oy ——r0 T
Pe (0,1], f'(x)<0 = f'este crescatoare, iar pe [1,+), |, f'(x)> 0 = feste descrescatoare si atunci
punctul xo=1 este punct de maxim, deci f{x) < f0)=0, V xe(0, ).

2
In(1+2 H o Tiox
0 1img(x)=1imm=(9yfnmﬂ=z.
x—0 x—0 X 0 x—0 1
x>0 x>0 x>0
, 1+2x)

o [In(1+2x)] x—In(1+2x)-x' (1+2x)'x—1n(1+2X)'1 gy ¥ in(1+2x)
d)g(x): 2 = 2 = 2 =
_2x—(1+2x)-1n(1+2x)

- x* (1+2x) '

(1 + 2x) -1- (1 + 2x)1n(1 + 2x)
x? (l + 2x)

este f{1+2x) < 0 din punctul b). Daca g’(x) <0 atunci functia g este descrescatoare pe (1,°).

f) Din V2,43 ¢ (1,+oo),\/§ <3 si functia g descrescatoare avem g(\/i) > g(\/g) =

1n(1+2\/§) 1n(1+2\6)
2%

3 V2
ctia logaritm natural fiind strict crescatoare, obfinem (1 +242 ) > (1 +23 ) .

e) Din 1+2x=¢ >0 pentruxe(l,) si g'(x)= <0 deoarece numaratorul

:>\/§1n(1+2\/§)>\/Eln(1+2\/§):>ln(l+2\/§)ﬁ >ln(1+2\/§)ﬁFun

=

63



Analiza matematica clasa a Xl-a Virgil-Mihail Zaharia

' P.008
x> =2007x—1
x—2007

1
a) Sasecalculeze f(x)—-x+———, xe R—-{2007}.
) f( ) x—2007 { }

b) Sase calculeze f'(x), x € R—{2007}.
¢) Sa se arate ca feste crescatoare pe intervalul (-e2,2007).

d) Sa se arate ca feste convexa pe intervalul (-2,2007) si concava pe intervalul (2007,).
e) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice spre + la graficul functiei f.

Se considera functia f:R—{2007} > R, f(x)=

_— 2 _ 2 _ 142
IR 2) f(x)—x+ 1 _X 2007x 1—x+ 1 _X 2007x—-1-x +2007x+120‘

x-2007  x—2007 X —2007 x —2007

2_2007x —1) - (x—=2007)— (x> =2007x —1)- (x = 2007)
b) Metoda 1. f'(x)z(x : ) (> ) (x - ! ) b ) =
(x—-2007)
~(2x=2007)(x=2007) - (x* =2007x =1)-1 2y 22007 =2067x +2007° — x* £2667x +1
(x-2007)" (x-2007)"
X% -2-x-200742007° +1  (x=2007)" +1 L]
(x-2007)’ (x-2007)’ (x-2007)"

MetodaII.Dina) f(X)—X'f-m:OSf(X):X—ﬁ Sl

f'(x)zx'—[;j:l— - 1+ !

x =2007 (x-2007)°  (x-2007)""

¢) (x+2007)>>0 pe (-=,2007) si atunci f'(x)>0= feste functie crescitoare pe (-,2007).
d) Pentru stabilirea convexitatii/concavitatii calculam derivata a doua:

r(x)=1 1|20 22007 2
" X)= '+ = = — = — .
(x-2007)° | (x-2007)"  (x-2007)"  (x-2007)
Semnul derivatei a doua este dat de semnul expresiei x-2007: pe (-22,2007), x-2007<0 si f7'(x)>0
= functia este convexa, iar pe (2007,+), x-2007>0 s1 f”’(x)<0 = functia este concava.
e) Ecuatia asimptotei oblice este y=mx+n, unde

. f(x) .. x*=2007x-1 . x*-=2007x-1 _ .
m= lim = lim = lim —; =1, iar
x40 x X400 x(x - 2007) x>+ x° —2007x
2 _ 2 12
w= lim (f(x)—mx)z lim | X 2007x l—x ~ lim > 2007x —1—x"+2007x _
x40 x| x—2007 x40 x—2007
= lim b =0 si asimptota oblica spre += la graficul functiei este y=x.
x40 x — 2007
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“'P.009
Se considera functia f :R—> R, f{x)=arctg(x+2) — arctgx.
a) Sa se calculeze f7(x), xeR.
-f(0

b) Sa se calculeze lingM.

xX—> x
¢) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe intervalul (-,-1] si strict descrescétoare pe
intervalul [-1,e0).
d) Sise calculeze lim f(x).

X—>+00

€) S se arate ca 0<f(x)£%,‘v’xeR.
‘ (x+2)' 1 1 1
R.a) f'(x)=|arctg(x+2) |—(arctgx)' = - = - =
) /(%) [ &l )] (arcter) 1+(x+2)2 1+x? 1+(x+2)2 1+x?
X’ —1-x"—4x—4 4(x+1)

- [1+(x+2)2kl+x2) :_[1+(x+2)211+x2)'

b) hmwzhmwzﬂo)}_ 4(0J;1) __4__4
=0 x =0 x—0 +(0+2) f1+0%) 51 5

¢) Pe (-,-1), f"(x)> 0 si f'este functie strict crescatoare, iar pe(-1,%), /"(x)<0 si f este functie strict

descrecatoare.

d) lim f(x)= lim[arctg(x + 2)— arctgx|= %—% =0, deoarece lim arctgx = %

X—>+00

e) Tabelul de variatie al functiei

x =00 -1 oo
f(x) +++++++++ 0 ----- oo
fix) 0 — ° maxim —— 0

fx)sf(-1)=arctg 1 — arctg (—1) =%, VxeR.

¥eR= lim f(x)< f(-1)< lim f(x) = 0 <A< % VxeR.

X—>—0

Z'P.010
o 3 x T
Se considera functiile /:"R—>R f(x) = ek L R - (—E,EJ , g(x) = arctg x.
+x

a) Sa se calculeze f{0) si g(0).
b) Sa se determine g’(x) —f (x), pentru xcR.
¢) Sase calculeze lim f(x)-g(x).

d) Sa se arate ca g este strict crescatoare pe R.

€) Sdse arate cd —% < f(x)< % , pentru orice x€R.

f) Sase arate ca

e < arctgx , pentru orice x€(0,+eo).
+Xx
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IR a) f(O):lLZ:O si g(0)=arctgd=0.

+0

. ) 1 x'(l+x2)—x(l+x2)
b ' o — t _ — _ —
) &) ()= Gareter) | 5 | = T
_ 1 _1+x2—2x2:1+x2—1+x2: 2x°
1+x° (1+x2)2 (1+x2)2 (H—xz)2

X r
li . =1i . =0-2=0.
) xli?of(x) g(x) XLI?O(1+X2 arctg,xj 0 > 0

1 . . . .
d) g' (x) = i > 0,Vx € R si atunci functia g este strict crescatoare pe R.

2 1 2
_2x+414x (1+x) ZO:f(x)Z—l g’

¢) Calculim £ (x)+~=—> :

1
2 110 2 2(1+x7)  2(1+x7)

I ox 1 2x—1-x —(¥-2x+1) (x-1) 1 .
A R 2(1+2%)  2(1+x7) _2(1+x2)gojf(x)£§’amnm

_% < f(x)< % , pentru orice x€R.

2
f) Consideram 4: (0,+e) > R, A(x)=g(x)-f(x) si I’ (x)=g’(x) - f ‘(x)=2;22 >0 deci & este functie

1+x )

strict crescatoare, adica 0<x = 0=h(0)<A(x) = 0<g(x)-f(x) = fix)<g(x) = " ol >
+x

< arctgx , pentru orice

x€(0,+e0).

Solutii probleme diverse

2
#'P.1. Se considera functia £R\{1} - R, f(x)= w (m,n parametri reali).

a) Sa se determine m si n astfel incat functia f'sa admita un extrem egal cu 1 in punctul x=0.
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei de la b) in punctul de abscisa 3.
7 R.a) Pentru ca f'si admita un extrem in punctul x=0 trebuie ca f'(0)=0 si sa-si schimbe semnul.
(2x+m)(x—1)—(x2 +mx+n) X =2x—m—-n
(x =1y Gk

Calculdam f'(x) =

£'(X)=0=> -m-n=0=>m=-n si din enunt avem f0)=1 = il —1=>n=-1si m=+1
b) Ecuatia tangentei la grafic #:y-yo=m(x-xo)

y0=](3)=%, xo=3, m=f'(3)=% =>ty-— % = %(x -3) = 3x-4y+13=0.
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x” + ax

(x+3)*°

a) Sa se determine a€R pentru care tangenta la graficul functiei in punctul de abscisa 1 este
paralela cu axa Ox.

#2'P.2. Se considera functia fR-{-1,3} >R, f(x)=

7 R.a) Tangenta la graficul functiei este paraleld cu axa Ox daca panta tangentei la grafic, in x=1,
este nula = m=f"(1)=0. Avem:

(2x+a)(x+37 ~2( +an)(x+3) _ (@ +3)[Qr+a)x+3) -2 +a) |

'(x) =
) ) -
_(x+3)2x" +6x+ax+3a—2x" - 2ax) x(6—a)+3a

(x + 3)4 (X + 3)3
£'(H)=0=6-a+3a=0=>a=-3.
2
%/P.3. Fie functia fR-{-c} >R, f(x) =2~ 2*0
x+c

a) Sa se determine a,b,c astfel incat graficul functiei sa aiba asimptote dreptele de ecuatii: x=1 si
y=x+2, iar P(2,6) sa fie un punct al graficului.
b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei de la punctul b) in punctul de abscisa -1.

2
o . - C ... X +ax+b
R.a) x=1 asimptota verticalda = [+c=0=c=-1 §i Im—— =

x—1 x_l
2
Jy=x+2 asimptota oblica = lim 2 1 < 1imw “1si
X—>00 x X—>00 x _x
2 2 2
lim(w—x]=2 o lim > ”‘“bl XY im X(a+l)1+b =2, rezultd a+1=2 = a=1.
X—>00 x_ X—>00 x_ X—>00 x_

4+2+b

Punctul PEG,=f(2)=6= 6=5b=0.

1+2—1_l

b) Ecuatia tangentei la grafic: ¢ y-yo=m(x-xo); yo=A-1)=0, xo=-1, m = f'(-1) = 2 5

t:y =%(x+l) = x-2y+1=0.

%2/ P.4. Fie functia £R-R, f(x)=(x’+ax+1)e", (acR).
a) Sa se determine parametrul a pentru care functia este crescatoare pe R.
b) Pentru a=0 determinati ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de intersectie cu axa Oy.

¢) Sise demonstreze ¢ g:R~(0,+), g(x)=(x>+1)e" este bijectiva, cu inversa derivabild in punctul
1 si sa se calculeze derivata inversei in punctul 1.

“7Raa) fix)=(x*+ax+1)e" . Daci f (x) > 0= f crescitoare
['(x)=Qx+a)e +(x*+ax+1)e'=e'[x*+x(2+a) +a+1]
>0 = x*+x(2+a)+a+1>0,V xER = A1<0
A=4+4a+a*-4a-4=a" = a*1<0=a=0
b) fix)=(x*+1)e". Ecuatia tangentei la grafic: y-yo=m(x-xo), unde: x¢=0, yo=R0)=1 si m=f"(0)=1.
Tangenta va fi: y-1=x = x-y+1=0
¢) bijectivitatea: g strict crescitoare = g bijectiva
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2
g'()=2xe +(x*+1)e'=(x+1)*¢". lim g(x) = lim —=0; lim g(x) =+
X—>—00 X—>—00 e X—>+0
b -00 -1 oo
2'(x) + + 0 + +
g(x) 2 oo

g'(x)> 0= g strict crescatoare = g bijectiva

Din: g bijectvi, g continud, g derivabili=> g este derivabila si (g_l)'(l) = '1(1)
g

Sy
1

%2/ P.5. Se considera expresia f{x)=x’ —4x+3.
a) Sa se determine domeniul functiei f definitd prin legea f(x).

b) Sa se stabileascd domeniul de derivabilitate si sd se calculeze derivata functiei f. Precizati
monotonia si punctele de extrem ale functiei 1.

¢) Stabiliti intervalele de convexitate (concavitate) ale functiei.

"' R.a) Punem conditia ca expresia de sub radical sa fie pozitiva si avem:
x2-4x+320= D=(-c0,1]U[3,+0).

b o) 22 e
X)= = =D'=(~c0,1)(3,+o0
Wk —dx+3 Al —4x+3
X Wi 1 2 3 +oo
£l - - i+ +
R e O —

Functia are puncte de extrem local in 1 si 3.

(x—2)'Vx* —4x+3 —(x—2)(\/x2 —4x + 3)
f'(x)=

©) x*—4x+3
-1

(x2 —4x+3)\/x2 —4x+3

Functia este concava pe D.

1

= f"(x)<0

#2'P.6. Se considera functia £R~R, flx)=¢™(x*+x-5).
a) Calculati limitele functiei spre —oo gi +eo,
b) Sa se stabileasca domeniul de derivabilitate si sa se calculeze derivata functiei f.
¢) Precizati monotonia si punctele de extrem ale functiei . Alcatuiti tabelul de variatie al functiei.

& R.a) xlitgc[e‘x (x2 +x- 5)} = +00 (+00) =+
lim £ (x) = 1imx2+—f_5 - (% Cim 2 (% Zlim 2 =0
x> e e 0 o e 0 x>w @
b) f'(x)= (e_x)'(x2 +x— 5) +e (x2 +x— 5)' =—e" (x2 +x- 5) +e” (Zx + 1)=

=e” (—x2 —X+5+2x+ l) = —e’x(—x2 +x+ 6) = D'=R.

-1+
c) f)=0= x*+x-5=0= X, = I_T\/i
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F'(0)=0= —x™+x+6=0=>x,--2; x,=3

X -00 —1-421 -2 0 —1++21 3 +co
2 2
f<)|- - - - 0+ + + + 4+ 0 - -
Jx) +N(N -/-5/ O/max 0
NOx 3e2 Oy NOx Te-3
min

Z2'P.7. Se consideri functia £:(-1,1)~R, f{x)=In(1-x?).
a) Sa se calculeze limitele la capetele domeniului de definitie.
b) Sa se stabileascd domeniul de derivabilitate si sa se calculeze derivata functiei f. Precizati
monotonia si punctele de extrem ale functiei 1.
¢) Sa se stabileascd intervalele de convexitate (concavitate).

x>—1 x>-1 x<1

“IRa) lim f(x) = ln[ lim (1-° )J = —0=1lim f (x)

b) /() =~ 2 S DRI}
- X
X -1 0 1
/(&) -+ 0 - 4
Jx) |/ 0 =/
crescdtoare descrescatoare
2
© f"(x)= _2(x—+12) = f"(x)<0=> fconcavi pe D.

(1-+)

%2/ P.8. Se consider functia f* R~R, f{x)=37"-2-3".
a) Sa se calculeze limitele functiei spre +eo §i —o,
b) Sa se stabileasca domeniul de derivabilitate si sa se calculeze derivata functiei f. Precizati
monotonia si punctele de extrem ale functiei f.
¢) Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei f.

= R.a) f(x)Z(%j _2(3%j:>12130f(x)=0

lim f(x) = lim f(-x)= lim (3" =2-3")= lim 3*(3" - 2) = 0.

b) f'(x):—2~3’2x-1n3—2-(—1)-3"‘-1n3=2~3’x'1n3~(1—3”‘)
= fe derivabild pe R; f'(x)=0 = x=0 si f"'(x)>0 pentru x>0
X -0 0 +oo
[ - - 0 &+
S| T —7
©) f"(x)=-2In3-(-2)-3**-In3+2In3-(-1)-3 " In3=2In"3-(2-37" -1)-3™"

f"x)=0=3" = % < —xIn3=-In2=x= in—i punct de inflexiune.
n
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Z2'P.9. Se considera functia fR~R, f(x)=7+2xIn25-5"" -5,
a) Sa se stabileasca domeniul de derivabilitate al functiei si sa se calculeze derivata functiei f.
Precizati monotonia si punctele de extrem ale functiei f.
b) Determinati numarul punctelor de inflexiune.

= R.a) /'(x)=2In25-5""In5+5""In5= 2In5>-5""-In5+5>"In5= 4In5-5""In5+5> " In5=In5-(5""-5""'+4)
= f'este derivabild pe intreg domeniul de definitie R.

o = - 1
£'(x)=0 = 5**-5"'4+4=0 care cu substitutia 5'“=¢ se transformad in 5 —-+4=0=
t

. .. 1 .
5£+4¢-1=0 cu solutia pozitiva ¢ = 3 de unde 5'"=5", deci x=2.

Pentru x>2 = f'(x)<0 adica f'strict descrescatoare, iar pentru x<2 = f'(x)>0, adica f strict
crescatoare si x=2 fiind punct de maxim pentru f.

b) '(x) e derivabild pe R si /"(x)=(-5""-5"")-In?5=-(5""+5"")-(In5)*<0 pentru orice xcR, deci fnu
are puncte de inflexiune.

#'P.10. Se consideri functia /D — R, (D este domeniul maxim de definitie),
f(x):arctgla+x —lln\/1+x2, aeR,a=0.
—ax a

a) Si se determine a astfel incat lim(-a-x- f'(x)) =¢.

X—>00

b) Pentru a=-2 sa se determine domeniul de derivabilitate al functiei obtinute. Sa se stabileasca
intervalele de monotonie ale functiei obtinute.

R, a) Domeniul de definifie al functiei: 1 —ax#0= x# - = D=R\ {l}
a a

Calculdm derivata functiei: f'(x)= ! - '[a+xj —l-;-(\/1+x2) =
1+(a+xj 1-ax a 1+ x?
1—ax

1 (a+x)'(l—ax)—(a+x)(1—ax)'_

1 =2dx +a’x* +a° $2dx +x°
1 >ax
W

1 2 Zx  l-ax—(a+x)(-a) 1 x  loat+d’pax 1 x

_;-\/1+x2‘,2(\/1+x2 l+a°x* +a’* +x° ;.l+x2_1+a2+x2(1+a2) a 1+x%

1a” 1 x 11 x 1 (l_ij_ 1 a-x

1+ x? a

M(l_l_xz) a 1+x* 1+x a 1+x° 1+x°

X 2 x ) ¥
e 0 e 7l )

x> 1+x° ool 1+ x x> 1+ x°

a
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2 X

1+x 1+x
—(1+ax)
1 X
lim|1+—| =
o —(ra)) | O |
=lim 1+1—2 = lim 1+1—2 = 7 " =¢“si vom obtine:
X—>0 + X X—>0 + X
—(1+ax)

el=e'=>—a=2=a=-2.

b) Pentru a=-2 obtinem functia: f (x)=arcig 2+ + lln 1+x* si
1+2x 2
1 -2—x 1 x+2  x+2

f'(x): 2’ = 277, _2(1+x2)

. Domeniul de derivabilitate este acelasi cu domeniul

1+x -2 1+x

de definitie al functiei: D =R\ {—%} . Tabelul de variatie al functiei:

-0 -2 —l +eo
x 2
S - O++++++++++++++
f(X) ln\/g
Pe (-,-2], f (x) <0 = functia este descrescatoare;

Pe (-2, —% )u( —% ,+), f'(x)>0 = functia este crescatoare.
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