Geometrie analitica — probleme bacalaureat Virgil-Mihail Zaharia

Elemente de geometrie analitica

s{:\1 Segmente

1. Distanta dintre doud puncte A(x1,)1), B(x2,)2): AB = \/ (x2 — X, )2 +( Yy =V )2
2. Panta dreptei AB: m 45 = 7N
Xy =X
ij ' L LM TX VM T,
3. Coordonatele (x,y) ale mijlocului segmentului AB: X = y=

5

2 2

4. Coordonatele punctului M care Imparte segmentul (4B) in raportul 4:

x:x1+kx2 Ntk

b

1+k 2

"2, Ecuatia dreptei

1. Drepte paralele cu axele de coordonate: (d):x =a, (d || Oy); (d):y=b, (d|] Ox)
/ 2. Dreapta determinatd de punctul M,(x,,y,) si vectorul nul a(u,v):(d):r=r, +ta,teR,

Z -vectorul de pozitie a lui M,; r-vectorul de pozitie a unui punct M al dreptei d.

X =Xx,+ut .. .
(d): , teR, ecuatiile parametrice;
y=y, +vt

3. Ecuatia explicitd: y =mx + n (meR*, neR, m — panta, n — ordonata la origine);

4. Ecuatia prin taieturi: Xy % -1=0,(a,b € R¥);
a

5. Ecuatia dreptei de panta m, prin punctul M,(x,,1,): ¥ — yo = m(x — x,), (m#0);
6. Ecuatia dreptei determinatd de punctele A(x;,y2), B(x2,y2):
Yo =N Y- _X—X
y—y=—"——(x-x), = (X E X, 0 # V)
Xy =X Vo= Xa—X

x y 1
sau [x;, y; 1|=0
X, ¥y |1

7. Ecuatia generald: ax + by + ¢ =0;

1
8. Aria triunghiului ABC (A(x1,y1), B(x2,)2), C(x3,3)): Aupc = E‘A , unde

x y 1
A=lx, 1|, daca A = 0 atunci 4, B, C sunt colineare
X, Y, 1

9. Pozitia relativa a dreptelor (d,) si (d2):
d):ax+by+c =0si(d,):a,x+b,y+c,=0
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b

=d,, daca ﬂ=—1=&;a’1||dz, daca ﬂ=—;v&—;
a, b ¢ a, b ¢

bl

di#dysidindy# D, daca # —

a2 b2

10. Distanta de la punctul M,(x,,y,) la dreapta (h): ax + by +c =0
A ) = |ax0 + by, + c|
Ja* +b*

11. Unghiul & determinat de dreptele:

d):y=mx+n, si(d,):y=myx+n, = tga =u,(mlm2 #—1)
1+mm,

dl 1 dz, daca mm; = -1

)
%3, Cercul

Cercul C de centru M(a,b) siraza r: 5
. Ecuatia cercului (x — a) +(y— b) = r2; :ﬁ
daci M(a,b) = 0(0,0): x> +* = 1%; -

TE
. Ecuatia generald: x> + y* + mx + ny + p = 0, unde a:—%,bz—% si ““‘:/
. 2 1§ 1 2 3 4y
2 T1
7= ) —p. L.

<<<<<

s 4 Conice raportate la axele de simetrie

1. Elipsa E: F(c,0), F(-¢,0), A(a,0), 4°(-a,0), B(0,b), B(0-b), MF + MF’ = 2a, MeE
2 2 1y
Ecuatia elipsei: x_z + % -1=0,"+c*=a’
a

Ecuatia tangentei in punctul M(x,,y,), MeE: A2 4§ 1 2 YR
Yy
+—=--1=0
a2 b? 1
2. Hiperbola H: F(c,0), F’(-¢,0), A(a,0), A’(-a,0), | MF — MF’| = 2a, MeH.

2 2

Y

. . . X
Ecuatiea hiperbolei: — — b_2 —-1=0,c*-b*=4d’ 1
’ \ : /
Ecuatia tangentei in M(x,.y,), MocH. R I R B e N N R R
XXg  Wo 4_ I
2 2 T 0 I

a

3. Parabola P: F (% ,0), hix = —g (h — dreapta directoare):

d(M,h) = MF, MeP.
Ecuatia parabolei P: y2 = 2px

Ecuatia tangentei in My(x,.,),), Mo€P: Yy, = p(x + X,)
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Probleme rezolvate

#'1. Se da hiperbola H de ecuatie:

2 2
XY 420

4 9
a) Si se afle ecuatia tangentei la hiperboli in punctul 7(2+2 ,3).
b) Sa se calculeze aria triunghiului format de asimptotele hiperbolei H si de dreapta de ecuatie
Ox+2y-24=0.
“7R. a) Verificim daca TeH: %—%— 1=0

Ecuatia tangentei se obtine prin dedublarea ecuatiei hiperbolei:
Mo Mo _g o

a’> b e ;
2N2X 3V 10 = 32x—2y—6=0 IN
4 9 5
b A
b) Asimptotele y =+—x T 7 _l T
a T2
Calculam coordonatele punctelor de intersectie: \ |
_ éx =2 45 A LI
773 @{ , Aed)
9x+2y-24=0 U7
Y Tt = { __ B(4-6) 5
Ox+2y-24=0 W77
0 0 1
SAAOB:%(A), A=12 3 1|=-24, SAAOB:%-24:12
4 -6 1

22, Se da cercul de ecuatie x*+y? -4x+2y=0. S3 se scrie ecuatia dreptei care
trece prin centrul cercului dat si este perpendiculara pe dreapta de ecuatie 2x+3y-4=0.

SIR. C: X -dx+4HP+2p+1=5 1
(x-2)*+(y+1)*=5 ~
Centrul cercului My(2,-1) +1

2 4 3 o2 A L V! 5
d: 2x+3y-4=0= y=——x+— = m~2/3 At
XT3y y 3 x+ 3 52\119\
mp=-1/mg=3/2 13

h: y-yo=mu(x-x0) = y+1= %(x —2) = h: 3x-2y-8=0

3. Sa se determine aria triunghiului ABC determinat de dreptele de ecuatii:
(AB): x-2y+4=0
(BC): 2x+y+1=0
(A0): x+y+2=0

6
x=2y+4=0 [x=-2y+4=0 TS gl 07
2x+y+1=0 4x+2y+2=0

S5x / +6 =0

“IR. ABNBC={B} = B: {
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x—2y+4=0 [2¥72=0 jx=—7 g 2
ABNAC={A} = 4: & = Al ——,—
x+y+2=0 X=-2-— 2 33
3 y==
3
2x+y+1=0 x=1
BCPAC={C} = C: = C(1,-3)
x+y+2=0 y=-3
1
AAABC:E|A|
67y
5 5
8 2 121 121
A=l-2 2 1]=2%2 _ e
303 15 TMBET 3
1 31

#'4. Sa se scrie ecuatia cercului circumscris triunghiului ABC, unde varfurile triunghiului au

coordonatele
A(2,5), B(5,1) si C(-2,2).

“7R. Calculam pantele dreptelor AB si AC: m = 27N
X2 =X
1-5 4
"5, 1
s 3 =>myp =———=>AB 1 AC = A4ABC este dreptunghic = centrul cercului
_c70 _° myc
47 22 4
circumscris este la mijlocul [BC].
2 2 2 2
2 2 2 2 2
LoBC 2 BCT (np-x) +(n—y)” (542" +(1-2)" 50
2 4 4 4 4
2 2
3 3 50
C:(x=x) +(y—y) P =r*=|x-2| +|y-2| ==.
(x=x)" + (¥~ o) ( 2) [y 2] 1

%5, Paralelogramul ABCD are varfurile consecutive 4 si B de coordonate 4(-3,-1) si B(Z,% ). Se stie ca

punctul Q(3,%) este intersectia diagonalelor paralelogramului. Sa se afle coordonatele varfurilor C

si D si ecuatia laturii BC.

“7R. Coordonatele mijlocului unui segment sunt: x, = ail -;xz Vo = 4 -|2-y 2
QO -mijlocul segmentului AC = 3 = _32+ T o x=9 si —% = _1; Y y=0. Atunci C(9,0)
O -mijlocul segmentului BD = 3 = 2 Z T x=4 s —% =4 5 =)= —% . Atunci D(4, —%)

Yy-n _ XN
Yo=YV X=X

Ecuatia dreptei CD:
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y—-0 =x—9:>4_y=x—9
9 0 4-9 -9 -5
4
6. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considera punctele 4 (0,2\/5 ), B(-2,0), C(2,0).
a) Sa se reprezinte punctele si s se arate ca triunghiul ABC este echilateral.
b) Sa se determine coordonatele punctului D, simetricul lui C fata de dreapta AB. Sa se scrie ecuatia
cercului de centru D si care trece prin 4.
““R. a) Prin calcul BC=4=4B=AC—=AABC echilateral.
w b) Fie D(u,v) simetricul lui C fata de AB si
M mijlocul lui [AB]= M(-1,+/3 ) este mijlocul segmentului [DC].

D* i Atunci
T2
T1 u+2 v+0
; — 1= -3 = 5 , de unde u = —4;v = 2+/3 = D(-4,23).

4324 81234587 2
B iy Cercul care trece prin A4 si are centrul in D este C(D,r), unde

r:AD:\/(—4—O)2+(2x/§—2x/§)2 =4,

— 20y =9x—81 = CD: 9x-20y-81=0.

Deci C: (x+4)+(-2+/3 )*=16.
7. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considera punctele 4(0,3) si B(-6,0).
a) Scrieti ecuatiile medianelor duse din 4 si B, determinati coordonatele lui G, centrul de greutate al
triunghiului 4OB. Reprezentati punctele si dreptele.
b) Care este pozitia centrului cercului circumscris; dar a ortocentrului triunghiului AOB ?
Demonstrati ca aceste doua puncte si G sunt coliniare.

““R. a) Fie AAOB si M, respectiv N mijloacele segmentelor [40], respectiv [BO], atunci M (0, gj si

N(-3,0) si BM: y = Z(x +6),1ar AN: y = %(x + 3) ecuatiile medianelor din B, respectiv 4 si cum

{G}=BMNAN=G(-2,1).
b) Cum A€Oy si BeOx= AAOB e dreptunghic in O, deci centrul cercului circumscris e la mijlocul O

al ipotenuzei [AB]=>Q(-3,%) iar ortocentrul AAOB e 0(0,0) si cum

-2 1 1
3 -2 1
d=|-3 5 1| = 3 3| =-3+3 =0 deci punctele Q,0 si G sunt coliniare.
0 0 1 2

#'8. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considera punctele 4(3,0) si B(0,2).
a) Sa se determine coordonatele punctului D, mijlocul segmentului [4B]. Scrieti ecuatia mediatoarei
d a segmentului [4B].
b) Sa se determine coordonatele urmatoarelor puncte: {E}=dNOB, {F}=dnOA, M mijlocul
segmentului [4£] si N mijlocul segmentului [BF]. Sa se verifice daca dreptele MD si ND sunt
perpendiculare. Dar MO si ON?

340 0+2 (3. 2-0 2
""'R.a)a)D(T, > j,demD(E,ljslmAB:r:_—.

1 3 315
divalee— [yl giy=2x_12
Y Z(X 2) YT

3

5 5
b) {E}=dnOB, unde OB=0x=E 3,0 ; {F}=dnOA, unde 04=0y=F'| 0, 2
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23 3
M mijlocul lui [AE]=M LR ;0] ; N mijlocul lui[BF]=N 0,§ )

poo L2 g7l 52 s
MD_E_Q_ 5 »lar ND_O_E_S 3 1p $1wo o = MD si ND nu sunt
2 12 2
perpendiculare.
MO=0x, iar ON=0y si cum Ox1Oy=MOL1ON.
2 2
79, In sistemul cartezian de coordonate xOy se consideri elipsele de ecuatii: f— + 2 =1 si
2 2
x_ + y_ =1
16 4

Pentru fiecare elipsa si se scrie ecuatia tangentei in punctul de abscisa 2 si ordonata pozitiva. Sa
se arate ca cele doud tangente se intersecteaza intr-un punct situat pe axa Ox. Reprezentati grafic
elipsele si tangentele.

““R. a) Coordonatele punctelor: A(2,¥J pentru £, B(2,\/§ ) pentru £,

Ecuatiile tangentelor:

3 3

f §+——1, pentru £, ¢, 8+——1, pentru £,

Y/

Intersectia tangentelor: 7(8,0) 43201 2346567 8%

Reprezentarea grafica:

2 2
2/10. In sistemul cartezian de coordonate xOy se consideri elipsele de ecuatii: SR si
LS
16 4

Pentru fiecare elipsa sa se scrie ecuatia tangentei in punctul de abscisa 3 si ordonata negativa. Sa
se arate cd cele doud tangente se intersecteaza intr-un punct situat pe axa Ox. Reprezentati grafic

elipsele si tangentele.
2

““R. a). Pentru x=3 si y<0 se obtine 225+% =l=y= —% , adica A(3 a ISZJ 5

2 2 2 2
De ecuatie R A , respectiv B| 3, 8 € E, de ecuatie E. A
25 9 5 4
. 12 y
Tangenta ¢, In 4 la E; are ecuatia ¢, :3_x ) A , T,

25 5-9

adicd 9x-20=75 %

Tangenta #, In B la E; are ecuatia ¢, 3x 8y =1, B4 -3 2 § 1
25 5.9 -

adica 27x-40y=225 -

HnH={C}, unde c(?,oj € Ox. —1

#'11. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considera triunghiul care are laturile pe dreptele:
(AB): 2x+3y-7=0
(BC): x-4y+13=0
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(40): 4x-5y-3=0
a) Determinati coordonatele varfurilor triunghiului. Reprezentati triunghiul ABC.
b) Scrieti ecuatiile mediatoarelor segmentelor [4B] si [BC]. Determinati coordonatele centrului
cercului circumscris triunghiului ABC.
2x+3y-7=0 {x:Z
— .

““R.a) ABNAC={A4}, 4: {

4x-5y-3=0 y=1’

2x+3y-7=0 x=-1

ABNBC={B}, B: = ;
x—4y+13=0 y=3

x—4y+13=0 x=17
BCNAC={C}, C:

= .
4x-5y-3=0 y=35

b) Centrul cercului se gaseste la intersectia mediatoarelor laturilor [4B] si [BC].

x+x, 1

e ) x=3
M: 2 2 , N:{ )

y= It _, y=4

2
Ecuatiile mediatoarelor: y-yo=m(x-x¢)
- 2 1 1 1
Pantele: m,p Zu:—; My =—, My, :——:i; My, =—— =4
x,-x 3 4 ‘ m, 2 ‘ My

Ecuatiile mediatoarelor: MM,: y —2 = %(x - %), NM,:y—4=—-4(x-3)

Coordonatele centrului cercului se obtine rezolvand sistemul format din cele doua ecuatii:

#/12. in sistemul cartezian xOy se considera cercul C de ecuatie: x*+y*=16 si punctul 4(1,2).
a) Determinati centrul si raza cercului. Precizati, prin calcul, pozitia punctului 4 fata de cerc.
Reprezentati cercul.
b) Scrieti ecuatia dreptei d care trece prin A4 si centrul cercului. Fie M(a,b) un punct pe cerc.
Determinati punctul M astfel incat tangenta la cerc in M sa fie paralela cu dreapta d.
“YR.a) Din ecuatia C: (x-x0)**+(-yo)*=r* avem x¢=0, yo=0, r=4
d(0,4) = (x, =%,V + (3, = 3)* =1 +2*> =5 <4 =AeIntC.
b) mo4=2, ecuatia dreptei OA4: y-yo=m(x-xo)
d: y=2x.
Ecuatia tangentei la cerc: xxo+yye=r" si din M(a,b) obtinem: ax+by=16 care are panta

m, = —% egald cu moy = a=-2b.

Din MeC = a*+b*=16

45

Avem: 4b*+b*=16 = b = iTS; a=

85

+ 5 .

#/13. In sistemul de coordonate xOy se considera punctele A(5,0), B(1,4) si dreapta d de ecuatie x+y-3=0.
a) Reprezentati dreapta si punctele. Scrieti ecuatia mediatoarei segmentului [4B] si determinati

intersectia ei cu dreapta d.
b) Sa se stabileasca ecuatia cercului care trece prin 4, B si are centrul pe dreapta d.

2 + + -
DRa) Moo= 22 =3 = T2 o= 2 TR gy e
2 2 X, — X,
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med: y-yo=m(x-xo) =y-2=x-3
Intersectia cu dreapta d este punctul C care se obtine rezolvand sistemul format din ecuatiile dreptei
d si a mediatoarei.

x+y-3=0 x=2
C: =
x-y—-1=0 y=1

b) Centrul cercului se afld in punctul C(2,1), iar raza r=CA= \/ (x, —x,)" + ( YV, = )2 =10
Ecuatia cercului C: (x=x0)+(-y0)*=r"
(x-2)"+(y-1)>=10 =x*+y*-4x-2y-5=0.
#/14. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considerd dreapta d de ecuatie 4x+3y-12=0.
a) Determinati coordonatele punctelor 4 si B, intersectiile dreptei d cu axele Ox, respectiv Oy.
Reprezentati dreapta. Precizati panta dreptei 4B.
b) Stiind ca [4B] este latura unui trapez dreptunghic ABCD, cu m(ﬁ[) =90" si BC||AD, avand toate

varfurile pe axele de coordonate, scrieti ecuatiile dreptelor BC si CD.
Determinati coordonatele punctelor C si D.

“IR.a) dNOx 1y=0-x=3 A(3,0)
4

dNOy x=0=)y=4 B(0,4), m,, = 3

b) AD1AB=m ,, = % =AD: y-yo=m(x-xo0)=y = %(x -3)

9 9
D: x=0=y=-— D(0,-—
=2 0-7)
3 3
BClAB=my :Z=>BC: y—4:Zx

C:y=0= x = _16 C[—E,Oj
3 3

#/15. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considerd punctul B(1,4) si dreptele d,, d» de ecuatii d:
x+y-5=0, d>: x-y-1=0.
a) Sa se determine coordonatele lui 4, punctul de intersectie al celor doua drepte. Reprezentati
dreptele si calculati lungimea segmentului [A4B].
b) Scrieti ecuatia cercului de centru 4 si care trece prin B.
e R.

a)A:{x+y—5:0 \

; A(3,2
o’ (3.2)

&
T2
T1

2 2 |
AB_\/(xz_x‘) +(0n-n) TEA A A § 5 TR
AB= 2\/5 T2 \\
b) =8 I
C: (x-x0) +(y-yo)'=r" 5
(x-3)+(y-2)"=8
x2+y2-6x-4y+5=0
%16. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considera punctele 4(0,4), B(-2,0) si C(3,0).
a) Reprezentati punctele si calculati distantele BC s1 AC.
b) Sa se scrie ecuatiile mediatoarelor segmentelor [4B] si [BC].
Determinati centrul si raza cercului circumscris triunghiului ABC.

“7R. a) d(B,C)=5; d(4,C) =4 +3* =5

4-0
0-(-2)

b) M(-1,2) e mijlocul lui [4B] si m ,, = 2.
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Ecuatia mediatoarei lui [AB] este a: y —2 = —%(x +1).

N(%,Oj e mijlocul lui [BC] si mpc=0. Ecuatia med. lui [BC] este b: x = %

Fie G centrul cercului circumscris AABC ={G}=anb.

1
-2=—-= 1
R ;D . L . 5V (5Y 52
Din = G| —,— |, 1ar raza cercului circumscrise r = || — | +| = | =——.
1 24 4 4 4
X=—
2
©'17. . In sistemul cartezian de coordonate xOy se considera punctul M(2,3) si dreptele dy,d, de ecuatii
dy: x+y-2=0 si dy: 3x-2y+1=0.
Se noteaza cu 4, punctul de intersectie al dreptelor d; si d>.
a) Sa se determine coordonatele punctului 4. Sa se reprezinte grafic dreptele d; si d».
b) Sa se scrie ecuatia dreptei AM.

¢) Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin 4 si este paraleld cu prima bisectoare.

7R, a) {A}=d1('\d2 = A(E,Zj

55
37

b) AM: y—3 = g(x—2)=>8x-7y+5=0.
2=
5

¢) Prima bisectoare: y=x cu m=1

Dreapta d paralela cu prima bisectoare ce trece prin 4 = d : y —% =1 (x — %) sau Sx-5y+4=0.

7/18. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considera punctul M(5,0) si elipsa de ecuatie
2 2

RS A

16 9

a) Reprezentati elipsa si precizati, prin calcul, pozitia punctului M fata de elipsa.
b) Sa se determine coordonatele punctelor P situate pe elipsa, astfel incat tangenta in P la elipsa sa
treacd prin M. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsd. Determinati pantele tangentelor.
““R. a) 4(4,0); A'(-4,0); B(0,3); B'(0,-3) , AA' axa mare si BB' axa mica

2
Pentru M(5,0) avem: f—6 +g = f—z > 1 = Meexteriorului elipsei.
wo v
b) Fie P(u,v)eE = —+—=1(*
) (u,) TR *)

R ux vy . Su 0-v 16 . g

Tangenta in P: — + — =1 care contine pe M(0,5) de unde — +—=1= u =— si apoi din (*) =
16 9 16 9 5

v, = —% slv, = % , deci existd doud puncte cu proprietatea ceruta: P, (%, —%} si P, (?,%j .

Tangenta in P e #: %—% =1 cu panta m;=1
Tangenta in P e t: %4—? =1 cu panta m;=-1.

#'19. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considerd punctele A(-1,2) si B(1,4).
a) Sa se determine ecuatia cercului C de centru 4 si care trece prin B. Reprezentati cercul C.
b) Sa se scrie ecuatiile tangentelor la cerc in punctele care au abscisa x=-1.
Sa se arate ca tangentele sunt paralele cu axa Ox.

“IR.a) r=AB=+2>+2> =242 , C: (x+1)*+(»-2)>=8
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b) Dacd x=-1 = (y-2)’=8 = y-2=42J2 = Ty(-1,2-2+/2); T(-1,2+2/2).
Ecuatia tangentei in T;: (x+1)(-1+1)+(1-2)(2-2+/2 -2)=8 = y=2-22
Ecuatia Tangentei in 75: (x+1)(-1+1)+(y-2)(2+ 242 -2)=8 = y=2+ 22

Digitally signed by Virgil-Mihail Zaharia

10
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