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Demonstrarea unor inegalitati

Proprietati ale functiilor derivabile
Definitie: Fie />R, cu /cR, interval.

1. Spunem ca punctul xye/ este un punct de maxim local strict pentru £, daca exista
o vecindtate U a lui x, astfel Incat: f(x) < f(x,), VxeUN(I\{x,}).

2. . Spunem ca punctul xo€/ este un punct de minim local strict pentru £, daca exista
o vecinatate U a lui xo, astfel incat: f(x)> f(x,), VxeU N (I\{x}).

Teorema lui Fermat:

Fie /IR derivabila pe /. In orice punct extrem local din interiorul lui Z, f* este nula.
Teorema lui Rolle:

Daca functia continud fi[a,b]—>R este derivabila pe (a,b) si fla) = f(b) atunci exista
ce(a,b) astfel incat '(c) = 0.
Teorema lui Lagrange:

Daca functia continua f:[a,b] >R este derivabila pe (a,b), atunci existd ce(a,b) astfel

IO-S@_
—a

Consecinte ale Teoremei lui Lagrange:
1. Fie fE—R o functie derivabila si /<E un interval.
- Dacd Vxel, avem f'(x)>0, atunci functia este strict crescatoare pe 1.
- Daca Vxel, avem f'(x)<0, atunci functia este strict descrescatoare pe /.
2. Fie fi(a,b) >R o functi derivabild si ce(a,b). Dacd f ' se anuleazd in ¢
schimbandu-si semnul, atunci ¢ este un punct de extrem local pentru f.
Teorema. Daca functia f este continua si derivabila pe 7 (/ — interval deschis), atunci:

1. intre doua radacini consecutive ale functiei exista cel putin o raddacind a derivatei;

- R

incat

Teorema lui Cauchy:
Daca f,g:[a,b] >R continue pe [a,b], derivabile pe (a,b) s1 g’(x)=0, Vxe(a,b) atunci
f D)= f(a) _ f(c)
gb)-ga) g'(c)
Functii convexe si functii concave

1. O functie este convexa pe un interval real (a,b), dacd pentru Vx,,x,e(a,b) graficul
functiei pe intervalul (x;,x;) este situat sub segmentul de dreapta care uneste
punctele (x1,/(x;)) st (x2,/(x2)).

2. O functie este concava pe un interval real (a,b), dacd pentru Vx;,x,€(a,b) graficul
functiei pe intervalul (x,x,) este situat desupra segmentului de dreapta care uneste
punctele (x1,/(x1)) si (x2,/(x2)).

Propozitia

1. Daca functia f'are derivata de ordinul al doilea strict pozitiva (f'(x)>0) pe intervalul

(a,b), atunci f este strict convexa pe (a,b).

dce(a,b) astfel incat
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2. Daca functia f are derivata de ordinul al doilea strict negativa (f'(x)<0) pe intervalul
(a,b), atunci f este strict concava pe (a,b).

Probleme rezolvate

Problema 1. Sa se compare numerele e” si 7°.

: : 1
Rezolvare: Se considera functia f :[e,+0) > R, f(x)= .
X
! x—Inx-1
: . Inx)-x—(lnx)-x" |~ 1-1
Derivata funcfiei f, f(x) :( ) 2( ) =X = 2n X este
X X X

negativa pentru orice x (e, 7o) si f este continud pe [e,+o0) rezulta ca functia f este
strict descrescdtoare pe [e,70). Atunci , cum e<m se obtine

1 1
f(e)> f(x) ST rneselnz = Ine” >zt = e > 7.
e
: . . : 1 1 1
Problema 2. S3 se studieze marginirea sirului x, = 1+5 +—+..+—(n21).
n
Rezolvare: Demonstram inegalitatea: In(1+x)<x, (x>0). (1)

Consideram functia
f:[0,40) > R, f(x) :x—ln(1+x).
Functia este continud pe domeniul de definitie si
1 X
! X )= 1 —_—— =
4 ( ) I+x 1+x
functia este strict crescatoare pe domeniul de definitie, adica f{x) > f(0), Vxe(0,+0),

de unde obtinem inegalitatea (1).

, Vx €(0,+). Atunci f'(x)>0, Vxe(0,+0), prin urmare

. . . 1 . )
In inegalitatea (1) se considera x =—, (n =1,2,... ) si se obtine:
n

ln(1+l)£l<:>ln(n +1)—Inn Sl, (n=1,2,....). De aici se deduce:
n

n n
In2-In1<1
1n3—1n2£l

2
1
In4—-1n3<—
3
1
hﬂn+1}4nn<—
n
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) ey . 1 1 1
Se insumeaza inegalitatile si se obtine: In(n+1)<1+—+—+...+—. Cum
n

: : o : g 1 1 1 L
limIn (n + 1) = 400, din ultima inegalitate rezultd +o0 <1+—+—+...4+—, adica sirul

I n
este nemarginit.
Problema 3. Pentru orice x > —1, a > lare loc inegalitatea (inegalitatea J.Bernoulli):
(I+x)" 21+ax.

Rezolvare: Consideram functia f:[-1,+0) >R, f(x)=(1+x)" —1-ax, unde a >1.
Calculdm derivata functiei: f'(x)=ea(1+ x)ocf1 —a=a ((1 + x)ocf1 —~ 1). Deoarece o

>1 rezultd ca f'(x)<0 pentru xe(—1,0) si f'(x)<O0 pentru x(0,00) si atunci functia f
este descrescatoare pe [—1,0] si crescatoare pe [0,00). Atunci punctul x=0 este punct

de minim, adica f(x) > f(0)= (1 + x)a —1l-ax>1-1,sau
(1 + x)a >1+ax, Vx €[-1,0)U(0,+0), a >1. Pentru x=0 se obtine egalitatea

(1+x)a =l+ax.

: 1 1 . :
Problema 4. Daca p,g e R\ {O, 1} au proprietatea —+— =1, a,b numere pozitive, atunci
P 4
a” b a” b
sunt adevarate inegalitatile: ab <— +— (pentru p>1) si ab>—+— (pentru p <I).
P 4

Rezolvare: Consideram cazul p > 1. Fixam numarul pozitiv a si ludm functia
f:(0,40) >R, f(b)= % + %q —ab . Derivata acestei functii este:
f '(b) =b*" —a si determinim monotonia.
f'(b)=0=b""'—a=0=b""=a :>b:a"11. Pentru O<b<aq11 = f'(b)<0si
functia este descrescatoare, iar pentru aql‘1 <b=f '(b) > 0, functia este crescatoare

1 1
siatunci b=a’" este un punct de minim local. Deci f'(b)> f[a"1 ], (6>0).

: I 1 . P pr :
Tinand cont de —+— =1 se obtine a2 ab>0. Analog se demonstreaza si
P 4 JZN
cazul p <1.

Problema 5. S se demonstreze inegalitatea: ‘sin x‘ < ‘x , VxeR.

Rezolvare: Consideram functiile f,g:R—>R, f(x)=|sinx|, g(x)=|x
atunci este suficient discutarea cazului x > 0. Din ‘sin x| <1 se restrange la cazul
0<x<lI.

, functii pare s1
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Luam functia /:[0,1] > R, /(x)=x—sinx. Derivata functiei z, h'(x)=1-cosx,

h'(x) > 0 datoritd marginirii functiei cosinus (‘cos x‘ <1, Vxe R) , atunci functia A
este functie crescatoare si are loc inegalitatea f'(x)> f(0) sau
x—sinx >0, Vx €[0,1], de unde sinx < x, Vx €[0,1]. Tinind cont de paritatea

functiilor f's1 g s1 de marginirea functiei sinus obfinem:

Problema 6. Fic functia /: / —R convexa pe /. Atunci pentru orice
x;el (j=1,..,n)storice A; =0 (j = 1,..,n); A +A+...+A,=1 are loc inegalitatea

f(Zﬂ]ZM()

Rezolvare: Vom demonstra prin inductie. Pentru n=2 inegalitatea este adevarata conform
definitiei convexitatii. Sa presupunem cd pentru un #>2 inegalitatea este adevarata si
in cazul in care f'este strict convexa, se verifica cu egal cand variabilele au valori
egale si o demonstram pentru n+1. Avem, pentru A, A,,... A,+1>0, Ai+Ao+... +A,0=1,
X1,X2, .+ Xyt €1,

Sx Xt L A1 Xp)=

)/Ix +/1+1Xn+1 <
A+, )

n+1

—f(/llxl+ﬂ,2x2+ Ay + (A, + 4

D)+ Ao fO) -+ Dy fOm ) H At f(/l x/1 + 2 X } )
n n+1

< Mfle)+ Afle)t. . A )+ (}‘*n—i_}"n-ﬁ-l)[#f (x,)+ ) o /1 — n+1)j

n n+l

=Af(x )+ Af)t. . A fX)-
Daca f este strict convexd, atunci avem egalitate cand sunt verificate simultan

. Ax +A X . . g
conditiile x;=x,=...=x,,.1= o S1 X,=X,+] ceea ce Inseamna x;=x,=.. .=X,+].
n n+1

Problema 7. Pentru orice numere nenegative x;,x,,...,x, este adevarata inegalitatea:
X +Xx, +...+x . :
fxx,...x, <2 . “ (inegalitatea Cauchy).

Rezolvare: Dacd unul dintre numerele numerele x; ,(je {1,...,n}) este 0, atunci inegalitatea
este evidenta.

Fie x;,(je{1,...,n}). Consideram functia /:(0,50) >R, f(x)=Inx. Calculim

) 1 1 ) )
derivate a doua: f'(x)=—, /"(x)=—-— < 0= functia este concavd pe multimea
X X

(0,00). Pe baza inegalitatii Jensen deducem:

n 1 n 1 n 1 n 1
zzlnxjsln(zzxj):z:lnx;gln(zzxjj:nxlxzmxn£x1+x2+ +xn'

j= j=1 = j= n

Problema 8. Fie x, ..., x, numere nenegative. Sa se arate ca functia
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a a\,
X7t X ja

n

£ :[0,+0) >R, f(a):(

este monoton crescatoare.
s
Rezolvare: Fie 0 < o < . Considerdm functia 4 (x)=x%, (x > 0). Calculdm derivata a

B B_
doua: h'(x) :éx“ 1, h"(x)= ﬁ(ﬁ— ljx“ S 0, rezultd ci 4 este convexi pe
a a\«a

[0,700). Conform inegalitatii lui Jensen deducem:

= R
n 1 u n 1
sau —x? <)y —x¢
mn JZ=1: n’
de unde se obtine /()< f(B), functie crescatoare.

Problema 9. Sa se arate ca
: : : 3
sina +sin f +siny ST,

unde a3,y sunt unghiuri interioare unui triunghi.
Rezolvare: Consideramfunctia f:[0,7] > R, f(x)=sinx.Cum f"(x)=-sinx si

f"(x)<0 pentru orice xe(0,n], rezultd ca f este o functie concava pe [0,r]. Pe baza
inegalitatii Jensen se obtine:

f(ﬁlﬂjzlf(a)+1f(ﬁ)+§f(y),

3 3 3) 3 3
T _1,. : :

sau smgzg(sma+smﬁ’+sm7),
adica sina+sin,8+sin7£¥.

Problema 10. Sa se demonstreze ca este adevarata inegalitatea (inegalitatea Goughens)
(I+a)(1+a,)...(1+4a,)= (1+«”/a1a2 ..a, ) ,

unde @;>0 (je{1,2, ... ,n}).
Rezolvare: Fie f:R—> R, f (x)=1n(1+ex).Determin€1m convexitatea acestei functii. Derivata a
x(1+ x) x| x x+( x)2 (x)2
x e e')—e et e +(e') —|e x
dova: f'(x)=——, f"(x)= - P
l+e (1+ex) (1+ex) (1+ex)

= functia este convexa pe R si aplicam inegalitatea lui Jensen:




Inegalitati Virgil-Mihail Zaharia

n n lena‘/ n
f[zllnajj < Zlf(lnaj) <:>1n[1+e"n ]s len(na,) &
n j=1 1 ' '

j=1

nln(1+«"/a1...an)Sln((1+a1)...(l+an))<:>(1+a1)...(1+an)2(1+«”/a1...an )n.
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