Matrice — probleme bacalaureat rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

1. MATRICI

1.1. Despre matrici

Acest concept s-a intalnit inca din clasele de gimnaziu, atunci cand s-a pus problema
L . y . ax+by=c
rezolvarii unui sistem de doua ecuatii cu doud necunoscute x, y, de forma < | , .
ax+by=c
Acestui sistem 1 s-a asociat un tablou patratic, care contine coeficientii necunoscutelor
(in prima linie sunt coeficientii lui x, y din prima ecuatie, iar in a doua linie figureaza
ab

a

coeficientii lui x, y din ecuatia a doua):

Am numit acest tablou matrice patratica (sau matricea sistemului). Pe cele doua
coloane ale matricei figureaza coeficientii lui x (pe prima coloand a,a') si respectiv
coeficientii lui y (pe a doua coloana b,b").

Definitie. Se numeste matrice cu m linii si # coloane (sau de tip m x n) un tablou cu
m linii si n coloane

all a12 aln
a21 a22 azn
aml amZ amn

ale carui elemente g, sunt numere complexe.

Uneori aceasta matrice se noteaza si A = (a,.j) undei = I,_msi j= 1,n. Pentru elementul
a;, indicele 7 arata linia pe care se afld elementul, iar al doilea indice j indica pe ce coloana
este situat.

Multimea matricilor de tip mxn cu elemente numere reale se noteaza prin M, , (R).
Aceleasi semnificatii au si multimile M, (Z),M,,,(Q). M, (C).

Cazuri particulare
1) O matrice de tipul 1xn (deci cu o linie si n coloane) se numeste matrice linie si are forma

A= (a1 a, .. an).

2) O matrice de tipul mx1(cu m linii §1 0 coloand) se numeste matrice coloana si are forma

3) O matrice de tipm xnse numeste nula (zero) dacd toate elementele ei sunt zero. Se
noteaza cu O,,,
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0O 0 .. O

0O 0 .. O
Om,n =

0 0 .. O

4) Daca numarul de linii este egal cu numadrul de coloane, atunci matricea se numeste
patratica.
4y Ay - Gy,

a21 a22 o a2n

a, a, .. a

nl

Sistemul de elemente (@, a,, ... a,,) reprezintd diagonala principald a matricii 4,

nn

lar suma acestor elemente g, + a, + .. + a,se numeste urma matricii 4 notatd
n

Tr(A)= Y a,,. Sistemul de elemente (a,, a,,, .. a, ) reprezintd diagonala secundari a
i=1

matricii 4.
Multimea acestor matrici se noteazd M, (C). Printre aceste matrici una este foarte
importanta aceasta fiind

1 0 0

o1 .. 0
I =

0 0 .. 1

si se numeste matricea unitate (pe diagonala principala are toate elementele egale cu 1, iar
in rest sunt egale cu 0).

1.2. Operatii cu matrici

1.2.1. Egalitatea a doua matrici
Definitie. Fie A = (aij ),B = (bij) eM, (C). Spunem cd matricile 4, B sunt egale si
scriem A = B daca a, ,=b, , (V)i :I,_m,(V) j=Ln.

Exemplu: Sa se determine numerele reale x, y astfel incat sda avem egalitatea de

matrici
x+l x+y | (2 —-x-1
0 x-2y) \0 9-2x)

R. Matricile sunt egale daca elementele corespunzitoare sunt egale, adica:
x+1=2
x+y=—x-1
0=0
x—=2y=9-2x.

Rezolvand acest sistem gasim solutiax = 1, y = -3.
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1.2.2. Adunarea matricilor

Definitie. Fie A= (a,.j ) ,B= (b,.j), C= (Cij) eM, ,(C). Matricea C se numeste suma

matricilor A, B daca: cij=al.j+bij, (V) i= l,m,(V) j=1Ln.

Observatii
1) Doua matrici se pot aduna daca sunt de acelasi tip, adica daca au acelasi numar de linii si

acelagi numdr de coloane, deci4, B e M, (C).
2) Explicit adunarea matricilor 4, B Inseamna:

a, a, .. a, b, b, .. b, a,+b, a,+b, .. a,+b,
a21 a22 a2n + b2l b22 b2n — a2l + b2l a22 + b22 a2n + b2n
a, a, .. a, b, b, .. b, a,+b, a,+b, .. a, +b

Exemplu: Sa se calculeze A + B pentru:
1 -1 2 0 5 -3
1. A= , B= ;
3 01 10 1 5
11 0 1
2. A= , B= :
()
I -1 2 0 5 -3 1+0 -1+5 2-3 1 4 -1
3 01 10 1 5 3410 0+1 1+5 13 1 6

11 0 1 1+0 1+1 1 2

A+B= + L= = .

-1 1 10 -1+1 140 01
Proprietati ale adunarii matricilor
A, (Asociativitatea adunarii). Adunarea matricilor este asociativa, adica:

(A+B)+C=A4+(B+C),(V)4,B,CeM,, (C).
A, (Comutativitatea adunarii). Adunarea matricilor este comutativa, adica:
A+B=B+4,(V)4,B<M, ,(C).

A, (Element neutru). Adunarea matricilor admite matricea nuld ca element neutru,

adicd 30,,, « M, (C)astfel incat A+0, =4, (V)deM, (C).

A, (Elemente opuse). Orice matrice Ae M, (C) are un opus, notat—A4, astfel incat
A+(-4)=0,,.

1.2.3. Inmultirea cu scalari a matricilor

Definitie. Fie 1 <C si 4 Z(al.j) e M, ,(C). Se numeste produsul dintre scalarul
A €C si matricea 4, matricea notatd A4e M, (C) definitd prin 14 Z(Aaij )
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Obs.: A inmulti o matrice cu un scalar revine la a Tnmulti toate elementele matricii cu acest
scalar.

Aa, Aa, .. Aa,

Deci A4 = Aa, Aay, .. Aa,

Aa, Aa,, .. Aa

mn

-3 5 , 3 —18 30
. Atunci 64 = .
0 4

Exemplu Fie A=
2
— 1
3

Proprietati ale inmultirii matricilor cu scalari

S, Apd)=(Au)4, (V) 2, ueC,(v) Ae M,, ,(C);

S, Md+B)=24+4B,(V) 2 eC,(V) 4,Be M, ,(C);

S, (A+p)d=24+ud,(¥) 2, uecC,(V) Ae M, (C);

S, 1-4=4,1cC,(V) 4e M, (C);

1.2.4. Inmultirea matricilor

Definitie. Fie A =(a,,)e M, , (R),B=(b,;)e M, ,(R). Produsul dintre matricile 4 si

B (in aceasta ordine), notat AB este matricea C=(c,,)e M,  (C) definitd prin

¢, =Naub,, (V) k=Tm,(v)j=1n.
i=1

(e} N |-

Observatii
1) Produsul 4B a doud matrici nu se poate efectua intotdeauna decat daca AeM,, ,(R),
BeM, ,(R), adicd numirul de coloane ale lui 4 este egal cu numirul de linii ale lui B,
cand se obtine o matrice C = ABe M, ,(R).
2) Daca matricile sunt patratice 4, Be M, (R) atunci are sens intotdeauna atat AB cit si BA,
iar, in general, 4B = BA adica iInmultirea matricilor nu este comutativa.
Proprietati ale inmultirii matricilor
I, (Asociativitatea inmultirii). Inmultirea matricilor este asociativa, adica
(4B)C = A(BC),(v)deM,, ,(C),(v)Be M, ,(C),(v)Ce M, (C).
I, (Distributivitatea inmultirii in raport cu adunarea). Inmultirea matricilor este
distributiva in raport cu adunarea matricilor, adica
(4+B)C = AC+BC, C(4+B)=CA+CB, (V)4, B, C matrici pentru care au
sens operatiile de adunare §i Tnmultire.
1, Dacd I, e M, (C) este matricea unitate, atunci

[, A=Al =4, (V)4e M, (C).
Se spune cd /, este element neutru in raport cu operatia de inmultire a matricilor.
1.2.5. Puterile unei matrici
Definitie. Fie Ae M, (C). Atuncid' =4, 4> =A4-4, £ =47 -4, ...,
A" =A4""-4,(¥) ne N°. (Convenim 4° =1,).
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Probleme rezolvate

. 1 0 4 -6
1. In multimea M,(R) se considerd matricele 7, = {O lj, A= {2 3j siX(a)=1L+aA,

unde acR .
a) Si se calculeze A® ,unde A=A 4- A4 .

b) Sa se verifice daca X (a) X (b) = X (a + b + ab) , oricare ar fi numerele a,beR.
¢) Sa se calculeze suma X (1) + X (2) + X (3) +...+ X (2009) .

, 4 —6) (4 -6\ (4-4-6-2 4-(-6)-6-(-3)) (4 -6 ,
R.a) A " =4-4= . = = =4 si
2 -3)(2 -3) (2:4-3.2 2:(-6)-3:(-3)) (2 -3
A=4*A=A-A=47=A.
b) X(a)-X(b) =(1, +ad)(1, +bA)=1; + 1,bA+adl, +ab A’ =

=4

=1, +bl,A+adl, + abA=1,+aAd+bA+abA=1,+(a+b+ab)A=X(a+b+ab).
¢) X(1) +X(2) +X(3) + ...+ X(2009)=
=(I, + A)+ (1, +24)+ (I, +34) +..+ (I, +20094) =

2009 termeni

= 20091, +(1+2+3+...+2009) 4 = 20091, + MA _

n(n+1)

2
=2009(7, +1005.4) = 2009 - X (1005) .

AAAAAA

a) Sa se rezolve ecuatia 2x +5=1,x€Z .

i 23
b) Sa se calculeze determinantul |2 3 1| in Zs.
312
¢) Sa se rezolve n Z sistemul de ecuatii {Zx Ty= )
x+2y
R. a) Tabla adunarii in Z¢ s1 tabla inmultirii in Zs:
+ 0123435 0123435
o001 2345 0000000
1123450 10123435
32 34501 20024024
3345012 3030303
4450123 4042042
5§50 1234 5054321
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dr3=i|+] = dx-3=xelld).

1231 2 1+2+43] 1 20
b2 3 i|=2 3 2+43+1|=2 3 0/=0
31 2031 3+1+20 310
A ~ Regula N N
2x+y:4luiCramer 2 1 N A A A A A A
¢) ST = d=l |=2-5-1-1=4-1=3,
x+23y=5 i3
a i A A A A A A A A Q a A ~ ~ ~ A ~ ~
d =, |=42-15=2-5=-3=3,d =[  |=2-5-4-1=4-4=0
5 2 1 5

X }s'
se obtine S = {(i i),(é,&),(é,())}

=
|
w

3. Se considera matricea A4 :( j, xeR. Senoteazi A°=A4- 4, I, :(1 Oj.
1 x-3 0 1

a) Sa se determine x real, stiind ca det( 4) = 0.

b) Si se verifice egalitatea 4= (2x —6) A — (x* — 6x + 8)-1; .

¢) Si se determine xeR pentru care 4> =24 .

x-3 1

R. a) det(4) = ;
Y —

=(x-3) 1= (x-3) ~1=0=(x-3) =1=>x-3=+I

si xe{2,4}.

) (=3 +1 x-34x-3
b) A "=4-4= 2 |7
x—3+x-3 1+(x—3)
x> —6x+10 -6
2x—6 x2—6x+10)

(2x- 6)4— (x* - 6x+ 8)-]2:(2x—6)(x13 xiJ—(xz— 6x + 8){(1) (l)j:
:[(2)6—6)()6—3) 2x—6 j_(xz— 6+ 8 0 ]:

2x—6 (2x-6)(x* - 6x+ 8) 0 x> — 6x+ 8
B 2x* —12x+18 — x> + 6x —8 2x—6 B x> —6x+10 2x—06
2x -6 2x* —12x+18 — x> + 6x -8 2x -6 x> —6x+10
=4°.
¢) Din A= Q2x—6) 4 — (x> — 6x + 8) L, si A° =24 avem (2x — 6) A — (x* — 6x + 8)-1,= 24
) 2x—6=2=>x=4 )
slavem | . Solutia x = 4.
X —6x+8=0=16-24+8=0
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. . 3 4 1 2) . 1 0
4. Se considera matricele 4= , B= sil, = .
2 3 1 1 0 1

a) Si se calculeze matricea B>, unde B°=B - B.

3 4
b) Si se verifice ca 4™ :( - j

¢)Sisearateci C*=6"-1,,unde C=B"+4'siC*'=C-C-C-C.

5 I 2)(1 2 I-1+2-1 1-2+2-1 3 4
R.a)B :B'B: . = —
I 1)1 1 I-1+1-1 1-2+1-1 2 3

b) A" este inversa matricei 4 daci A+ A =1, . Calcuim

el Y0 T S O

¢) Din punctul a) se obtine B> = 4 si atunci

L, (3 4 3 4 6 0 1 0 . .
C=4+4 = + = =6- =6-1, siatunci
2 3 -2 3 0 6 0 1

C'=(6-1,) =6" I =6" - 1,.

1 1 1 00
5. Se considerd matricele X =| 2 |,Y=| 2 |s1 /;=/0 1 0 |. Definim matricele
3 -3 0 0 1
A=X-Y' si B(a) = aAd + L5, unde acR si Y' este transpusa matricei Y.
1 2 3
a) Sa se arate ca matricea A=|2 4 —6|.
3 6 -9

b) Sa se calculeze determinantul matricei 4 .

: . e 1
¢) Sa se arate ca matricea B(a) este inversabila, oricare ar fi a € R \ {—} .

1 12 -3
Ra)Y' =(1 2 -3)sid=X-Y'=|2|-(1 2 -3)=[2 4 —6|.
3 36 -9

b) In matricea 4 liniile (coloanele) sunt proportionale si determinantul matricei 4 este nul
(det(4)=0).

1 0 a+l 2a —3a
¢) B(a) =ad+1L,=al2 4 —6|+|0 1 0|=| 2a 4a+1 —6a

36 -9) 100 1) (3 6a -9a+l
det(B(a))=(a+1)(4a+1)(-9a+1)-36a’ =364’ +9a° (4a +1)+
+36a’(a+1)—4a’*(—9a+1)=

—36a’ +4a* —45a° +5a—9a +1-36a’ — 364’ + 364’ +9a* +36a* +36a° —4a* =—4a +1.

[\
|
(98}
—
- O

7
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O matrice este inversabila daca determinantul matricei este nenul = det(B(a))#0=

-4a+1#0 = a# % Matricea B(a) este inversabila, oricare ar fi a € R\ {%}

° . Do : a by  (a c 1 0) .
6. In multimea M,(Z) se considerd matricele 4= , A = , 1, = si

¢ d b d 0 1
0 0
0, = .
0 0

a) Sa se determine numerele Intregi a, b, ¢, d astfel incat 4 + 21, = O, .

b) Si se calculeze determinantul matricei B=A4— A4'.

¢) Sa se arate cd, dacd 4+ A' = 2I,, atunci determinantul matricei 4 — 4’ este un numar
divizibil cu 4.

a b 2 0 a+?2 b )
R.a) A+ 2], = + = ,seobtine: at2=0,b=0,c=0, d+

c d 0 2 c d+2
2=0,atuncia=-2,b=0,c=0,d=-2
b)
a b a c 0 b-c )
B=A-A4"= — = idet(B)=0—-(b— -b)=(b—-c) .
R N R RO R SRR
2a b+c 2 0
) A+ 4 =2, = = =a=lLc=-b,d=1 >
b+c 2d 0 2

det(b) = (b —(-b))* = (2b)* = 4b” care este multiplu de 4.

0 0
J. Se noteaza O, :(0 OJ s14"=A-A-..- A, oricare
%,_J

de n ori

7. Se considera matricea A4 :(

ar fi neN’.
a) Sa se calculeze determinantul matricei A4.
b) Sasearate ci A+ 4> =0, .
¢) Sa se calculeze suma A+ 2- A* +...+10- 4",

2
R.a) det(d) =] [==6+6=0.

) 2 —6) (2 —6) (4-6 -12+18) (-2 6 R
b) A°=4-A= : = = =—Asid =4 4=
1 -3) (1 -3) (2-3 -6+9 ) (-1 3
—A-A=—A 5i L+ =4 -4 =0,
ODinb) A=A =~(-A)=A A' =4 A=A -A=A=—4,.., 4" =4

Suma cerutd A+2- A2 +..410-4°=4-24+3 444+ ... -104=
(1-243—4+5-6+7-8+9—10)4= =(25 — 30)4 = —5A.

9
8. Se considera matricele U= (0 0), X=(x y)si V = G ] cu v,x,yeR.
%

a) Si se arate ci daci X+ V=U, atuncix - (" —9)=0.
b) Sa se determine valorile reale ale numarului v pentru care determinantul matricei V este
nenul.
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3x+y=0

¢) Sa se determine trei solutii distincte ale sistemului de ecuatii .
9x+3y=0

9
R. a) X-V:(xy)-(‘lj vj:( xv+y 9x+yv) si se obtine

w+y=0 = y=—xv o . .
, si din ecuatia a doua se obtine
Ox+yw=0=>9x—xv" =0

x-(9—v2)=0‘-(—1):>x-(v2—9)=O.

b) det (V)= Y

‘:# —9§iV—9=0=1"=9 = v, ==3.

v

¢) Sistemul este omogen si are solutia banala S; =(0,0). Daca determinantul matricei
31

sistemului este nul, sistemul are si solutii nebanale: 4 = [9 3}, det(A) =9-9=0 sidin

prima ecuatie obtinem
vy = - 3x si solutia sistemului va fi S ={(x, —3x), xeR}. Luam x,=1, y;=—3, x,=2, y,=—06,
x3=—1, y3=3.

. Se noteaza cu

1
9. Se considera matricele A= 0
0

(e R e
O = =
O =

1 1
1{,7,=|0
1 0

X-X=X".
a) Sa se verificecaA=5L+B.
b) Si se calculeze suma 4> + B .
¢) Sa se calculeze inversa matricei A .

1 0 0) (0 1
R.a) I,+B=|0 1
0 0
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1

det(4)

. A", unde A" este matricea adjuncta si

¢) Inversa unei matrice 4™ =

() det(lAz) ).

1 2 3
Calculdm determinantul matricei 4°: det(A2 ) =0 1 2|=1=0,matricea 4° este
0 0 1
inversabila.
1 00
Scriem transpusa matricei A: f(Az)z 2 1 0]. Calculam matricea adjuncta:
3 21
2\ _ (1 O_ 2\ w2 |2 0 N\ w3 12 1_
(A )11_(_1) '2 1_1’(A )12_(_1) '3 1 A )13_(_1) '3 o
2 _ 2+1 0 2 _ 242 I 0 5 243 1 0_
(47), =07 =0 (), =07 =L (), =0T =2
2 _ 3+1 0 2 _ 342 1 O 2 _ 343 1 0_ .
(), =07 70 (), =07 =0 () = ()7, =L

0
1
0
0
1 2
(A2 )* =10 } Determinantul matricei 4> fiind 1, atunci
0

1 —

de n ori

50
10. Se considerd matricea 4= [0 j eM,(R).Senoteazd A" =A4-A4-..- 4.
a) Si se calculeze A° + A.
5" 0
b) Stiind ci A" :( 0 J, pentru oricare n€eN, n > 2 , sa se rezolve ecuatia det (4" ) = 2-

5"-125.
¢) Si se determine transpusa matricei B=4 + A* + ... + A

) 5 0)(5 0) (25 0 25 0) (5 0) (30 0
R.a) A°=4-A= : - sid>+ A= + - .
0 1)o 1) {0 1 o 1) (o 1) (o 2

5" 0

2009

b) det(4")= =5".1-0-0=5" si ecuatia va fi:

5'=2.5"-125=5"-2-5"=-125=5"=125=5"=5 =>n=3.

10
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dinb) (5 () 2 2009
Q) B=A+A+ ... + 4 = + >0 +ot . 01
0 1 0 1 0 1

2 2009 2009
S+5+..45 0 5'5 1 0 2(52009_1) 0
= 0 I+1+..+1 (= 5-1 =4
2009 termeni O 2009 0 2009

545 +..+ 5%

progresie geometrlca cu b =5

sig=s, S, b,q -

2(52009 _1) 0

Transpusa matricei B este ‘B =| 4 =B deoarece elementele diagonalei a

0 2009

doua sunt aceleasi.

, , 12 4 2) . (1 0).
12. Se considerd matricele A= ,B= sil, = in M, (R).
2 4 -2 1 0 1

a) Sa se verifice ca AB =BA .
b) Si se calculeze 4>+ B>, unde A>=A-AsiB*=B-B.
¢)Sisearateca C*= 5*-1,,unde C=4+BsiC'=C-C-C-C.

1 2 4 =2 4-4 -2+2 0 0 '
R.a) 4-B= - = = =0, si
2 4) (-2 1 8—8 —4+4 0 0
4 =2)\(1 2 4-4 8-8 0 0
B-A= = =0, > AB=BA4.
-2+2 —-4+4 0 0
5 1+4 248 5 10) .
b) A" = , lar
2+8 4+16 10 20
) -2 -2 16+4 -8-2 20 -10 5
B =B = . Calculam
1 -8-2 4+1 -10 5
s -10 25 0 1 0 5
A+ B =25- =5"-1,.
10 20 -10 0 25 0 1

punctul punctul

a) b)
) C=A+B=>C"=(A+B)' =4 +24B+B> = A*+B> = 5.1, siatunci
C’=C-C*=(5"1,)(51,)=5"1,=5""1,.
a+b b
-b a-b

14. Se considerd multimea G = {A :( abel,a’ = 1}.

1 0 0 0
a) Sa se verifice dacd matricele /, = (O J st respectiv O, = (0 Oj apartin multimii G.

11
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a+b b

-b a->b

b) Sa se determine matricea BeM,(Z.) astfel incat ( j =al, + bB, oricare

a,be’l.
¢) Sa se demonstreze ca inversa oricarei matrice din G este tot o matrice din G.
R.a)Pentrua=1sib=0,a’=1aveml € G,iarpentrua=0sib=0,a"#1 = 0,¢G.

b) BeMZ(Z):B:[x
Z

a 0 bx by a+bx by oo )
al, +bB = + = s1 obtinem sistemul

);j,x,y,z,t eZ si

0 a bz bt bz  a+bt
a+bx=a+b x=1
by=>b y=1 . 1 1
= s1 matricea B = .
bz=-b z=-1 -1 -1
a+bt=a->b t=-1

¢) Calculam determinantul matricei A: d =(a+b)(a—b)+b*=a’ —b* +b* =a’ =1%0
si atunci existi 4”'; matricea transpusi

. a+b -b . 1+1 142
A:( ; a—bj sid, =(-1) (a-b)=a-b,4,=(-1) b=-b,
2+1 242
A21=(—1) (_b):b=A22:(_l) (a+b):a+b;
. . o % a _b _b . . o -1 1 * 1 *
matricea adjunctd 4 = .Matriceainversa A~ =—A =>4 =4 €G.
b a+b d
311 0 3 4 I 00
15. Se considera matricele A={0 3 1|,B=/0 0 3|,/;,=/0 1 0| sifunctia

0 0 3 0 0 O 0 0 1

FMy(R)—>M;(R), fAX)=X —3X+L, unde X’ =X X.
a) Sa se calculeze det(/; + B) .
b) Sa se demonstreze caf(4) =5+ B.

¢) Sisearateca (f(4)) =1, + 3B+ 38>, unde (f(4)) =/(4) -f(4) - f(4)
1 0 0 (0 3 4) (1 3 4 1 3 4
R.a) ,+B=|0 1 0|+/0 0 3|=|0 1 3|sidet(/;+B)=/0 1 3=1-1-1=1
00 1) (000 (001 0 0 1
31 1Y(3 1 1) (9 6 7
b) ld)=A>-3A+L;, A2 =A-A=|0 3 1[|-]0 3 1|=[0 9 6}.
00 3){o o3 (o009
9 6 7) (9 3 3) (1 0 0) (1 3 4
f(A)=4"-34+1,=|0 9 6{0 9 3/+/0 1 0|=|0 1 3|,
009/ 1009 loo1/l0oo01
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Matrice — probleme bacalaureat rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

1 00 0 3 4
tar ,+B=0 1 O0+/0 0 3|=
0 0 1 0 0 0

S O =

3 4
1 3|. Atuncif(4)=5L+B.
0 1

punctul

) = (I,+B) =L +3!B+31,B* + B’ si
0 9
0 o],
0 0
0 0 9)(0 3 4) (0 0 0
B*=B*>-B=|0 0 0 -[0 0 3 [O 0 0|=0, siatunci
00 0) 1000

(f(A)) =1, +31,B+3B* + 0, =1, +3B +3B>.

b
16. Se considerd multimea G = ¢
3b a

a,bel,a® —3b* :I}CMZ(Z).

< . g 10 : 00
a) Sa se verifice ca [, = €eGs10,= G
0 1 0 0

b) Sa se arate ca pentru orice doud matrice 4,B € G are loc egalitatea 4-B=B-A.

¢) Sa se demonstreze cd inversa oricarei matrice din G apartine multimii G.
R.a)pentrua=1sib=0,a"—-3b°=15siL €G,iarpentrua=5b=0,a* - 3b*=0=1si
0,¢G.

al bl . a2 b2
b) A BeEG = A= s1 B = =
3b, a, 3b, a,

4.5=| @ b, [ b, _[ @a+t 3bb, ab, +a,b, "
3b, a, ) \3b, a, 3(ab +ab,) aa, +3bb,

B A a, b, (@ b, _ a,a, +3bb, a,b, + a,b, atunci A-B=BA.
3b, a,) \3b q 3(ab +ab,) aa, +3bb,

¢) Orice matrice din G este inversabila deoarece determinantul matricei este

a* —3b* = 1# 0 si inversa matricei:

A :(Z 35}’ 4, :(_1)1+1 a=a, 4, :(_l)mb =-b,

a -b

Ay =(=1)"3b=-3b, 4, =(-1)"a=asi 4" = .

J = A 'deoarece determinantul

lui 4 este 1 si A'€G deoarece a* — 3b° = 1.

0 0 1 0 0 1
17. Se considera matricele O, = , 1, = sid= , unde a,b€Z. Se noteaza
0 0 0 1 a b

A*=AA.

13



Matrice — probleme bacalaureat rezolvate Virgil-Mihail Zaharia
a) Si se calculeze A” .
b) Sa se verifice cd 4> =al, + bA .
¢) Stiind ca X eM, (R) si AX = XA , sa se arate ca exista m,neZ astfel incat X=ml, + nA .

) 0 1)(0 1 O+a 0+50 a b
R.a) A" =4-A= . = , |= 5 |-
a b)\a b ab a+b ab a+b

a O 0 b a b )
b) al, +bA= + , |= , |=4.

0 a ab b ab a+b

0 1
OXeMy(R) = X =" | xyzieR Ax= A
z t a b)\z t ax+bz ay+bt

0 1 b
XA = . [y Ty . Se obtine
z t a b ta z+tb

]
z=X
y=x+yb X

= d =xl, + y4, atunci
ax+bz:z‘a:>ax+aby:ta|:a:>x+by:z‘ ay x+by
kay;lfb/zz;lrfgznly:z

m=xsin=y.
) . 1 1 1 -1) . 0 0
18. Se considera matricele A = , B= 510, = )
1 1 1 -1 0 0

a) Si se calculeze A* , unde A*=A4- A.

b) Sa se verifice ca AB—2B=0, .

¢) Sa se arate ca daca X € M,(R) si A-X-B=0, , atunci suma elementelor matricei X este
egald cu zero.

5 I 1) (1 1 2 2
R.a) A =4-4= . = .
I 1)1 1 2 2
1 1) (1 -1 2 =2 . 2 2 2 2 0 0
b) AB = . = s1 AB—-2B= - = =0,.
1 1)1 -1 2 2 2 2 2 2 0 0
x y) . I 1) (x vy xX+z y+t )
)XeMR) = X = st AX = . = , atunci
z t I 1)z
+ +t) (1 -1 +y+z+t —x-y-—z—t 1 -1
axp=|""% 7 : _|FTrTE ryes =(x+y+z+1)
x+z y+t)\1 -1 X+y+z+t —x—-y—z—t I -1
= (xtytz+t)-B=0, = xtyt+z+t=0.

1 0 1 -1
19. Se considera multimea M={al,+bV| a,beR} , unde I, = (0 lj siV :( j

a) Sa se verificeca l, eM .

b) Sa se arate ca daca AcM si A este matrice inversabila, atuncia #0 .
¢) Stiind ca 4,BeM, sa se arate ca ABEM.

R.a)Pentrua=1s1b=0 = I, eM.

14



Matrice — probleme bacalaureat rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

a 0 b -b a+b b )
b) AeM = A =al,+bV = 0 + = . Matricea 4 este

a b -b -b a+b
inversabila daca determinantul matricei este nenul,
+b b
det(A):ab b‘:az—b2+b2:a2 -~ a*#0 = a#0.
a—

¢) A BeM = A=al,+bV , cu a,beR si B =cl,+dV, cu c,deR, atunci
AB=(al, +bV)-(cI, +dV)=acl, + adV + bcV + bdV? = acl, +(ad + bc)V € M
deoarece ac si ad+bc €R.

, (1 -1} (1 -1 0 0
Vo= : = =0,.
1 -1)\1 -1 0 0
20. in multimea M,(R) notdam cu A’ transpusa matricei 4.

; 1 0
a) Sa se calculeze 7, +(/,) , unde I, = 0 1)

b) Sa se demonstreze ca pentru orice A4 € M,(R) si m €R are loc relatia (mA)[ =mA'.

¢) Sa se determine matricele A € M>(R) pentru care 4+ A" =0,, unde 0, = [8 OJ.

R.a)[2+([2)t:((1) (1)}{(1) ?j:(f) gj

a b ) ma mb . (ma mc
b) 4 € MQ(R):A:[ dj,a,b,c,deRslmA:( j:(mA) =( j,

c mc  md mb  md
) a c ma mc ¢
iar mA' =m = , = (mA) =mA'.
b d mb md
a b ) a c 2a b+c
c)AeMZ(R):>A: ,a,b,c,deRsi A = = A+ A4 = )
c d b d b+c 2d

0 b
Se obtine: 2a=0, b+c=0, 2d=0, atunci a=0, c=—b, d=0 s1 A :( 5 Oj’ beR.

1 0
a,b € R ;51 matricea /, = .
0 1
a) Sa se calculeze determinantul matricei A(1,1) .
b) Sa se demonstreze ca daca A,B € M, atunci A+B € M .

¢) Si se arate ci det ([2 — A(O,b)) #0, oricare ar fi b € R.

. . a b
21. Se considerd multimea M = {A(a,b) :( 5 bj
—_— a —_—

1 11
Oj:detA(l,l):‘ o= 0= (=) =1.

R. a) A(l,l):( y

15



Matrice — probleme bacalaureat rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

a b ) c d
b) A, BeM = A= ,a,beRs1 B= ,c,d e R=
-b a-b —-d c—d

a+c b+d
-b—-d a+c—(b+d)

©) 12_‘4(0’])):((1) (1)]_(_0[) —bbj:(zly 1_—bbJ 5

A+B:[ ]eMdeoarecea-i—c,b—i—deR.

det (12—A(o,b))=‘2 1__bb‘:(l—b)+b2:b2—b+1:b2—b+(%j2+%:(b—%f+%¢O.
I a c
22. Se considera multimea M =30 1 b |a,b,ceZ;.
0 0 1
1 21 1 3 1
a) Daca A=|0 1 3|siB=|0 1 2|,sasecalculeze 4B .
0 0 1 0 0 1

b) Sa se demonstreze ca pentru oricare X,YeM , rezultd ca XY eM.

¢) Sa se demonstreze cd, daca U €M si1 VU=UV , pentru orice V €M , atunci existd peZ

1 0 p
astfelincat U=|0 1 O ].
0 0 1
1 2 1) (1 3 1 -1 1-3+2-1 1-1+2-2+1-1 1 56
R.a) AB=|{0 1 3|0 1 2|=] 0 1-1 1-2+43-1 |=|0 1 5].
0 0 1)10 0 1 0 0 11 0 0 1
Il a c 1 e f
b) X, YeM=X={0 1 blabceZ,Y=|0 1 glef,gecl=
0 0 1 0 0 1
I a ¢\(1 e f 1l e+a f+ag+c
X-Y=/0 1 b-|]0 1 g|=[0 1 g+b |eM pentruci eta, fragtc,
0 0 1){0 0 1 0 0 1
btgeZ
1 a c 1 e f
QUeM=>U=(0 1 b|,VeM=V=01 g|=
0 0 1 0 0 1

1 e 1 a c 1 a+e c+eb+f
V-u=/0 1 g|/0 1 b|=|0 1 b+g
0 0 1)l0 0 1 0 0 1
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1l e+a f+ag+c

siU-V=|0 1 b+g |=eb=ag, Ve,gclZ =a=b=0 si c=pcL.
0 0 1

23. Se considerd multimea M :{[Z ;j

< ) 1 3
a,b,c,d eR } s1 matricea A4 :(2 6} Se noteaza

cu X'transpusa matricei X .
a) Si se calculeze 4’ -A4.

a c
b) Sa se arate ca, pentru orice matrice X = (b d] din M, are loc egalitatea
det(X : X’) =(ad —bc)2

a c
¢) Sa se arate ca, pentru orice matrice X = (b dj € M cu det(X-X)=0, are loc relatia

) 1 2 1 3 1+4 3+12 5 15 1 3

a) A'A= - - - =5 .

3 6)\2 6 3+12 9+36 15 45 3 9

b 2 2

b)X . X' = a c)(a _[a +c al27+ccj N

b d)\c d ab+cd b -I—d
det(X-X’):(a2+cz)(b2+d) ab+cd ﬂ/b/‘(+a +czb2;l>e%{—
7a]’5f—2abcd7esz{=a2d2—2abcd+c b* =(ad—bc) .
¢) Din punctul b) det(X-X’):(aal—bc)2 si det(X-X’):O se obtine
(ad—bc)2=02> ad—bczO:adzbc:%z%.

24. Fie functia f:M>(R)—M-(R) definita prin  (4)=4 + A', unde A’ este transpusa matricei 4.
a) Sa se calculeze f().

b) Sa se demonstreze ca (A+B)=A+B', oricare ar fi A,BEM,(R) .
¢) Sa se determine matricele A€ M,(R) pentru care det 4 =1 si f{4)=0, , unde

00
0, = .
00

1 0) (1 0
R.a)f(lz):12+’12=[ }{ j=2]2.

0 1) \0 1
b) (4+BY = a b e f t_ a+e b+ f t_ a+e c+g
)(+)_cd+gh “\le+g d+h)) \b+f d+h)
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At+Bt:[a cj+[e gj:[aJre C+gj:(A+B)t.
b d) \f h) \b+f d+h

b
¢) AEM(R)= A4 = (“ d] = det(4)=ad —bc=1si
C

A= 4 A[_ab a ¢) ([ 2a b+c
f4)= A+ e @)\ a) \esn 24 )7

20=0=a=0

b+c=0 b+c=0 b=-c
= = = A=
2d=0=d =0 —bc =1 =1 c=+1 1

ad —bc =1
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