Analiza matematica, clasa a XI-a — probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia
Rolul derivatei intai

Definitie: Punctele critice ale unei functii derivabile sunt radacinile (zerourile) derivatei intai.
Definitie: Fie f:I—R, cu IcR, interval.
1. Spunem ci punctul x,/ este un punct de maxim local strict pentru £, daca existi o
vecindtate U a lui x,, astfel incat: f(x) < f(x,), VxeU N (I \{x,}).

2. Spunem ci punctul x,/ este un punct de minim local strict pentru £, daci existi o
vecinatate U a lui x, astfel incat: f(x)> f(x,), Vx e U N(I\{x,}).

Teorema lui Fermat:

Fie £I—>R derivabila pe /. In orice punct extrem local din interiorul lui Z, f” este nula.
Observatii:» Reciproca teoremei lui Fermat nu este adevarati: daca f (x,) =0, nu rezultd ca x, este
punct de extrem.

*O functie poate avea puncte de extrem in care nu este derivabila.
Teorema lui Rolle:

Daca functia continud f:[a,b] >R este derivabila pe (a,b) si fla) = f(b) atunci exista ce(a,b)
astfel incat f”(c) = 0.

Teorema lui Lagrange:

Daca functia continud f:[a,b] >R este derivabila pe (a,b), atunci existd ce(a,b) astfel incat
SO -S@ _ oy

b—a
Corolar: Fie f.I>R, IcR interval si x,e/. Daca:
1. feste continud pe / ;
2. feste derivabila pe I\ {xy} si existd lim f '(x) eR,
X=X,

atunci exista derivata f'(xo) si f'(xo): }gl;f'(x)

Consecinte ale teoremei lui Lagrange:
1. Fie fE—R o functie derivabila si /cR un interval.
- Daca Vxel, avem f'(x)>0, atunci functia este strict crescatoare pe 1.
- Daca Vxel, avem f'(x)<0, atunci functia este strict descrescatoare pe 1.
2. Fie fi(a,b) >R o functi derivabild si ¢(a,b). Daca /' se anuleazi in ¢ schimbandu-si
semnul, atunci ¢ este un punct de extrem local pentru f.
Observatie: Cu ajutorul primei derivate se stabilesc intervalele de monotonie ale unei functii
derivabile si se determina punctele de extrem local.
Utilizarea primei derivate (etape): Fie [ :1 — R, I interval, f derivabila pe 1.
»Se calculeaza f'(x),xel; »Se rezolva ecuatia f'(x)=0.
»Se stabileste semnul derivatei f'.

*Se determind valorile functiei in punctele critice (zerourile derivatei) si eventual
limitele functiei la capetele intervalului.

X interval /
S 'x) radicini, semn
Sfx) valori, monotonie, limite (eventual)

Observatii:*Daca functia este derivabila pe o reuniune de intervale, se alcatuieste acest tabel pentru
fiecare interval.

= Alte utilizari ale tabelului de monotonie: determinarea multimii valorilor functiei (Imf);

* Determinarea semnului functiei; existenta si localizarea radacinilor; demonstrarea unor
inegalitati.
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Probleme rezolvate

1. Se considera functia f:(a,b)—R derivabila pe intervalul deschis (a,b). Precizati valoarea
de adevar a propozitiei: ,,Daca ce(a,b) si f’(c), atunci c este punct de extrem al functiei f.*
Justificati raspunsul.

Rezolvare: Propozitia este falsa. Contraexemplu: functia constanta.

2. Se considera functia fi(-2,3)—R, f(x)=(x- 1)3/)7 .
a) Sa se stabileascd domeniul de derivabilitate si sd se calculeze derivata functiei.
b) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei /.
Rezolvare:
, 2\ 2 1
B 2 02 = 21
a) Din (%/x—z): x3 :—x3 :—x3:_._
) 3 3 3 3x
derivabilitatii functiei In x,=0. Calculam derivatele laterale:

pentru orice x#0 se pune problema

_ _ 3/.2 .
hmM:h u:hmx_lz_iz-f-oo s1
D0 x=0 gy X 0 0-
_ _ 3/.2 .
Iim f(x) f(O) = limu =lim x| = —L = —o0 . Limitele laterale sunt
S0 x=0 gy x 0 0+

infinite si atunci f nu este derivabila 1n origine. Obtinem D '=(-2,3)\{0}.

f'(x)=(x—1)'3x2+(x—1)(3/x—2)':3/x—2+§.x%/_;1:3x;\32/;_2:5;/_;2.

b) Tabelul de variatie al functiei. f'(x) =0=>5x-2=0=>x= %

= 0 2 :
5
Sx) A+ - — 0+t
Sx)
B

£(-2)=(-2-1)34 =331, £(0)=0, f@j :@-1)& :_%i/%’

£(3)=(3-1)9=239.
Din tabelul de variatie avem: x= -2 punct de minim, x= 0 punct de maxim, ng punct de

minim si x= 3 punct de maxim.

3. Sé se arate ca daca m,M sunt valori extreme ale functiei f:R—>R, f(x)=x"+ax+b

(a,beR,a<0) atunci m-M =b* +ia2.
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Rezolvare: Punctele de extrem se determind din punctele critice ale functiei.

f'(x)=3x" +a.Dinf'(x)=0=3x’ +a=0=x ———:>x12—+‘/—— Atunci

m= f[ ‘/——jz—,/———a‘f—— —— —a,|-— ———a ——+b
siM:f[‘f—glzJ—a a‘/—— = ——+a ——+b——— ——+a ——+b
m-M = ( ,/ ,/ )( 3 - +a ——+b}
3
a’ a a*lal ab l-a a a )
=——|=|+—|= —— +—|—|—a’|—-a —— +a ——+b
93 3|3 3 3 3
:a_3_3)a3_3)as+9)az+bz:b2 w3 -
27 9 9 3 27 27

4. Fie a,b,c€(0,+) cu proprietateacd a* +b* +c¢* 23,VxeR.Sasearatecd a-b-c=1.
Rezolvare: Functia /:R >R, f(x)=a" +b" +¢" are in x=0 valoarea minima

f(0)=3, adica x, =0 punct de minim. Conform teoremei lui Fermat avem f"'(0)=0.
Calculam derivata:

f'(x)=a"Ina+b"Inb+c*Inc= f'(0)=Ina+Inb+Inc=In(abc). Se obtine
ln(abc) =0= abc =1, ceea ce trebuia demonstrat.

. *
Generalizare: a +a, +..4a, 2n=a,-a,-..-a, =1,VneN.

x+a 1+a

5. Fie a,b € R cu proprietatea ci > < ,VxeR. Arétatica b=2a+1.
X +b 1+5b
: X+a . .
Rezolvare: Functia /:R >R, f(x)== , arein xo=1 punct de maxim
x°+

(f( )<f(1)= +bj atunci f'(1)=0. Calculim f"(x):

X +b—(x+a)-2x —x*=2ax+b

S(x)= - ,
( ) (x2+b)2 (x2+b)2
pry=tm2eth Tlm2adh Gy pusb=0=b=2a+1.
(1+b) (1+b)
: e’ —1,x<0 : : N :
6.Fic f:R—>R, f (x){ , . Sa se determine domeniul de derivabilitate si
X +x,x=20

derivata functiei pe acest domeniu.
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Rezolvare: Determinam derivabilitatea functiei in punctul x,=0 utilizand corolarul
teoremei lui Lagrange.
Continuitatea 1n x,=0.

L,(0)=lim f(x)=lim(e" ~1)=¢’ ~1=0

x_<0 x_<0 , ) = feste continua in x,=0.
lS(O):£1£§f(x):£1£;3(x +x)=0"+0=0=£(0)

e, x<0

Functia f este derivabila pe R\{0} si f'(x)= {2 | o
x+1, x>

£.(0)=lim f'(x) =lime* =1

= o e’ x<0

, . , :>f'(0)=1 si atunci f'(x):{ ’ )

fd(O):Llilgf'(x):£1£13(2x+l):1 2x+1, x>0
x>0 x>0

7. Sa se studieze derivabilitatea functiei /:R >R, f(x)= ‘xz —~ 4‘ .

Vx? -4, x e(—o0,-2] U[2,+x)
V4-x*,xe(-2,2)
Probleme derivabilitatii in punctele -2 si 2. Continuitatea in punctul xo= —2

(-2)=lim f(x)=limx* —4=0=f(-2)
x<-2 x<-2

Rezolvare: Explicitam functia: f (x) =

= f'este continua in xo= —2. Analog
ld(—2)= limf(x)z limv4-x>=0

x—-2 x—-2

x>=2 x>=2
functia este continua 1n x= 2.
Calculam derivata functiei pe R \ {2},
al , xe(—oo,—2)u(2,+oo)
\ x* —4
FE=Y
- ,XE (—2, 2)
4-x°
lim f'(x) = lim———— =% =
e 2NN -4 04 _ .
5 = fnu este derivabila in x,= —2. Analog functia
—X
lim f'(x)=lim = = +00
i:ff ) TiNA-xt 0+

nu este derivabila nici in punctul x¢=2. Se obtine D' =R \ {+2}
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f '(x) VX 4 . Punctele xo= —2 si xo= 2 sunt puncte de
X ye(-22)

V4 -x*

intoarcere (puncte de minim).

8. Sa se arate ca ‘sin X, —sin xz‘ < ‘xl - X,

,VxeR.
Rezolvare: Fie x,,x, € R fixate si functia sin:[x,,x,] - R continua pe [x,,x,] si

derivabila pe (x;,x,). Conform teoremei lui Lagrange=>3c € (x,,x, ) astfel incat
sinx, —sinx, ., . .
—2 " =gin'c=sinx, —sinx, =(x, —x,)-cosc =
Xy =%
= ‘sin X, —sin xl‘ = ‘xz - xl‘ - ‘cos c‘. Deoarece |cos c|<1 se obtine:
|sinxl - sinx2| = |xl - x2|.

< . . 1 n+l 1 .
9. Sa se demonstreze inegalitatea: <In <—,VneN .

n+1 n n
Rezolvare: Consideram functia f : (O,+oo) —>R,f (x) =Inx continua pe [n, n+1] si
derivabila pe (n, n+1). Aplicam teorema lui Lagrange:

In(n+1)—1Inn n+l 1

=(Inc)' ,ce(nn+1)=In =—.Cumce(n, ntl) =
n+l—-n n c

<l<l: ! <lnn+1<l,VneN*.
n+l ¢ n n+l n n

n<c<n+l=

< : : b—-a b—a
10. Sa se demonstreze inegalitatea: —— < ctga — ctgh <——

sin sin” a
: : T o /2 I T
Rezolvare: Fie functia ctg: [O,E} — R continua pe [O,E} si derivabild pe (O’Ej ,

ctgh —ctga

,O<a<b<z.
2

aplicam teorema lui Lagrange: = (ctgc)', a<c<b=>

ctgb—ctga:_ 1 |.(_1):>ctga—ctgb: 1
b-a sin’ ¢|

) T :
. . Din 0<a<c<b<— si functia
b-a sin” ¢ 2

: 7T g o . : 2
sin: [O’E} — R crescatoare se obtine sina <sinc <sin b‘( ) =

. . o . 1 1 1 i .
=sin“a<sin“c<sin” b = — <5< si atunci avem
sin“h sin“c¢ sin“a
1 ctgea —ctgh 1
< g g < |

) ) -(b—a):>b._2a <ctga—ctgb<b__2a,()<a<b<£.
sin” b b—a sin a‘ —— sin b sin” a 2
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11. Si se demonstreze inegalitatea: (ae)b_a < b—a < (be)b_1 , 1 a<b.
a e

: 1 : .
Rezolvare: Functia f': |:—,+00j —>R, f (x) =xInx este continua pe [a,b] si derivabila
e

pe (a,b), [a,b] c {l,+ooj. Aplicam teorema lui Lagrange:
e

blnl;——ahm = f'(¢), ce(a,b). Calculam derivata functiei f:

~a

f'(x):x'lnx+x-(lnx)':lnx+x-l:1nx+1 :l)hll[;_—alna:lnc+1.Din
x ~a

a<c<b

_ 5 = Ina<Inc<Inb [+1 = Ina+a<lnc+1<lnb+1 =
Inx functie crescétoare

In(ae)<Inc+1<In(be). Se obtine din cele doua relatii:

In(ae) <20 =44 1 o). (b - a) =
b
(b-a)ln(ae)<Inb’ —Ina" <(b—a)ln(be)= ln(ae)bfa < lnb—a < ln(be)bfa . Din
a
bijectivitatea functiei logaritmice obtinem: (ae)bia < b—a < (be)lF1 , 1 a<b.
a ¢

12. Sa se rezolve ecuatia: 4 + 5" =6" +3".
Rezolvare: Putem scrie ecuatia echivalenta: 6 —5" =4 —3". Consideram functia
f:(0,40) >R, f(t)=1¢" care verifica ipotezele teoremei lui Lagrange. Aplicim
teorema pe intervalele [3;4] si [5;6]:

4x_3x :x.(cx)xfl’ cxe(3;4)

f B 3x = x-(c, )xi1 =x-(d, )xi1 care are o solutie x; = 0.
66:2 =x-(d,)". d,<(506)
Pentru x # 0, prin simplificare cu x obtinem (c,)” =(d, )" =x ~1=0 = x,=1.
S={0:1}.
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