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Rolul derivatei întâi 
 

DefiniŃie: Punctele critice ale unei funcŃii derivabile sunt rădăcinile (zerourile) derivatei întâi.   
DefiniŃie: Fie f:I→R, cu IfR, interval.  

1. Spunem că punctul x0I este un punct de maxim local strict pentru f, dacă există o 
vecinătate U a lui x0, astfel încât:  ( )0 0( ) ( ), \{ }f x f x x U I x< ∀ ∈ ∩ .      

2. Spunem că punctul x0I este un punct de minim local strict pentru f, dacă există o 
vecinătate U a lui x0, astfel încât:  ( )0 0( ) ( ), \{ }f x f x x U I x> ∀ ∈ ∩ .     

Teorema lui Fermat: 

 Fie f:I→R derivabilă pe I. În orice punct extrem local din interiorul lui I,  f’ este nulă. 
ObservaŃii:▪ Reciproca teoremei lui Fermat nu este adevarată: dacă 0)( 0

' =xf , nu rezultă că 0x  este 
punct de extrem.   
                  ▪O funcŃie poate avea puncte de extrem în care nu este derivabilă. 
Teorema lui Rolle: 
 Dacă funcŃia continuă f:[a,b]→R este derivabilă pe (a,b) şi f(a) = f(b) atunci există c∈(a,b) 
astfel încât f’(c) = 0. 
Teorema lui Lagrange: 
 Dacă funcŃia continuă f:[a,b]→R este derivabilă pe (a,b), atunci există c∈(a,b) astfel încât 

)('
)()(

cf
ab

afbf
=

−
−

. 

Corolar: Fie f:I→R, IfR interval şi x0∈I. Dacă: 
1. f este continuă pe I ; 
2. f este derivabilă pe I \ {x0} şi există ( )

0

lim '
x x

f x
→

∈R , 

atunci există derivata ( )0'f x  şi ( ) ( )
0

0' lim '
x x

f x f x
→

= . 

ConsecinŃe ale teoremei lui Lagrange: 

1. Fie f:E→R o funcŃie derivabilă şi IfR un interval.  
- Dacă ∀x∈I, avem f '(x)>0, atunci funcŃia este strict crescătoare pe I.   
- Dacă ∀x∈I, avem f '(x)<0, atunci funcŃia este strict descrescătoare pe I.   

2. Fie f:(a,b) →R o funcŃi derivabilă şi c(a,b). Dacă f ' se anulează în c schimbându-şi 
semnul, atunci c este un punct de extrem local pentru f. 

ObservaŃie: Cu ajutorul primei derivate se stabilesc intervalele de monotonie ale unei funcŃii 
derivabile si se determina punctele de extrem local. 
Utilizarea primei derivate (etape): Fie : Rf I → , I interval, f derivabilă pe I.    

                   ▪Se calculează '( ),f x x I∈ ;                    ▪Se rezolvă ecuaŃia '( ) 0f x = . 

                   ▪Se stabileşte semnul derivatei 'f . 
                   ▪Se determină valorile funcŃiei în punctele critice (zerourile derivatei) şi eventual 
limitele funcŃiei la capetele intervalului.  

x                      interval I 
f '(x)                      rădăcini, semn 
f(x)     valori, monotonie, limite (eventual) 

ObservaŃii:▪Dacă funcŃia este derivabilă pe o reuniune de intervale, se alcătuieşte acest tabel pentru 
fiecare interval. 
       ▪ Alte utilizari ale tabelului de monotonie: determinarea mulŃimii valorilor funcŃiei (Imf);  
       ▪ Determinarea semnului funcŃiei; existenŃa şi localizarea rădăcinilor; demonstrarea unor 
inegalităŃi. 
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Probleme rezolvate 

 
1. Se consideră funcŃia f:(a,b)→R derivabilă pe intervalul deschis (a,b). PrecizaŃi valoarea 

de adevăr a propoziŃiei: „Dacă c∈(a,b) şi f’(c), atunci c este punct de extrem al funcŃiei f.“ 
JustificaŃi răspunsul. 
Rezolvare: PropoziŃia este falsă. Contraexemplu: funcŃia constantă. 

 

2. Se consideră funcŃia f:(−2,3)→R, ( ) ( ) 231f x x x= − . 

a) Să se stabilească domeniul de derivabilitate şi să se calculeze derivata funcŃiei. 
b) Să se determine punctele de extrem local ale funcŃiei f . 

Rezolvare: 

a) Din ( )
'2 2 1' 1

23 3 3 3
3

2 2 2 1

3 3 3
x x x x

x

− − 
= = = = ⋅ 

 
pentru orice x≠0 se pune problema 

derivabilităŃii funcŃiei în x0=0. Calculăm derivatele laterale: 

( ) ( ) ( ) 23

30 0 0
0 0 0

0 1 1 1
lim lim lim

0 0x x x
x x x

f x f x x x

x x x→ → →
< < <

− − −
= = = − = +∞

− −
 şi 

( ) ( ) ( ) 23

30 0 0
0 0 0

0 1 1 1
lim lim lim

0 0x x x
x x x

f x f x x x

x x x→ → →
> > <

− − −
= = = − = −∞

− +
. Limitele laterale sunt 

infinite şi atunci f nu este derivabilă în origine. ObŃinem D’=(−2,3)\{0}.  

( ) ( ) ( )( )2 2 23 3 3

3 3 3

2 1 3 2 2 5 2
' 1 ' 1 '

3 3 3

x x x x
f x x x x x x

x x x

− + − −
= − + − = + ⋅ = = . 

b) Tabelul de variaŃie al funcŃiei. ( ) 2
' 0 5 2 0

5
f x x x= ⇒ − = ⇒ = . 

x 
−2                            0                        

2

5
                             3 

f'(x)     + + + + + + + + +4 |−4  − − − − −  − 0 + + + + + + + + + +                 
f(x) 

  33 4−                     0                     3
3 4

5 25
−                 32 9  

( ) ( ) 3 32 2 1 4 3 4f − = − − = − , f (0)=0, 3 3
2 2 4 3 4

1
5 5 25 5 25

f
   = − = −   
   

, 

( ) ( ) 3 33 3 1 9 2 9f = − = . 

Din tabelul de variaŃie avem: x= −2 punct de minim, x= 0 punct de maxim, x=
2

5
 punct de 

minim şi x= 3 punct de maxim. 
 
3. Să se arate că dacă m,M sunt valori extreme ale funcŃiei :f →R R , ( ) 3f x x ax b= + +  

( ), , 0a b a∈ <R  atunci 2 24

27
m M b a⋅ = + . 
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Rezolvare: Punctele de extrem se determină din punctele critice ale funcŃiei. 

( ) ( )2 2 2
1,2' 3 . Din ' =0 3 0

3 3

a a
f x x a f x x a x x= + ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = ± − . Atunci 

3

3 27 3 3 3 3 3 3 3

a a a a a a a a a
m f a b a b a b

 
= − − = − − − − + = − − − − + = − − − + 

 
 

şi 
3

3 27 3 3 3 3 3 3 3

a a a a a a a a a
M f a b a b a b

 
= − = − + − + = − + − + = − − + − + 

 
. 

3 3 3 3 3 3

a a a a a a
m M a b a b

  
⋅ = − − − + − − + − + =  

  
 

2 2

9 3 3 3 3 3

a a a a ab a
= − + + −

3
2

3 3 3 3

a a a a
a ab+ − − −

3 3

ab a
− −

3

a
ab+ − 2

b+ =  

3 3) 3 3) 3 9) 3
2 2 3 2 31 3 3 9 4

27 9 9 3 27 27

a a a a
b b a b a

− − +
= − − + + = + = + . 

 
4. Fie a,b,c∈(0,+4) cu proprietatea că 3,x x xa b c x+ + ≥ ∀ ∈R . Să se arate că 1a b c⋅ ⋅ = . 

Rezolvare: FuncŃia :f →R R , ( ) x x xf x a b c= + +  are în x=0 valoarea minimă 

f(0)=3, adică x0 =0 punct de minim. Conform teoremei lui Fermat avem f '(0)=0. 
Calculăm derivata: 

( )' ln ln lnx x xf x a a b b c c= + + ⇒ ( ) ( )' 0 ln ln ln lnf a b c abc= + + = . Se obŃine 

( )ln 0 1abc abc= ⇒ = , ceea ce trebuia demonstrat. 

 Generalizare: 1 2 1 2... ... 1x x x

n na a a n a a a+ + + ≥ ⇒ ⋅ ⋅ ⋅ = , œn∈N
*
. 

 

5. Fie *,a b +∈R  cu proprietatea că 
2

1
,

1

x a a
x

x b b

+ +
≤ ∀ ∈

+ +
R . ArătaŃi că 2 1b a= + . 

Rezolvare: FuncŃia :f →R R , ( ) 2

x a
f x

x b

+
=

+
 are în x0=1 punct de maxim 

( ) ( ) 1
1

1

a
f x f

b

+ ≤ = + 
, atunci f '(1)=0. Calculăm f '(x): 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 22 2

2 2
'

x b x a x x ax b
f x

x b x b

+ − + ⋅ − − +
= =

+ +
, 

( )
( ) ( )2 2

1 2 1 2
' 1 0 1 2 0 2 1

1 1

a b a b
f a b b a

b b

− − + − − +
= ⇒ = ⇒ − + = ⇒ = +

+ +
. 

 

6. Fie :f →R R , ( )
2

1, 0

, 0

xe x
f x

x x x

 − <
= 

+ ≥
. Să se determine domeniul de derivabilitate şi 

derivata funcŃiei pe acest domeniu. 
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Rezolvare: Determinăm derivabilitatea funcŃiei în punctul x0=0 utilizând corolarul 
teoremei lui Lagrange. 
Continuitatea în x0=0. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0
0 0

2 2

0 0
0 0

0 lim lim 1 1 0

0 lim lim 0 0 0 0

x

s
x x
x x

s
x x
x x

l f x e e

l f x x x f

→ →
< <

→ →
> >

= = − = − =

⇒

= = + = + = = 


 f este continuă în x0=0. 

FuncŃia f este derivabilă pe R\{0} şi ( ) , 0
'

2 1, 0

xe x
f x

x x

 <
= 

+ >
. 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

'

0 0
0 0

'

0 0
0 0

0 lim ' lim 1

' 0 1
0 lim ' lim 2 1 1

x

s
x x
x x

d
x x
x x

f f x e

f
f f x x

→ →
< <

→ →
> >

= = =

⇒ =

= = + = 


 şi atunci ( ) , 0
'

2 1, 0

xe x
f x

x x

 <
= 

+ ≥
. 

 

7. Să se studieze derivabilitatea funcŃiei :f →R R , ( ) 2 4f x x= − . 

 Rezolvare: Explicităm funcŃia: ( )
( ] [ )

( )

2

2

4, , 2 2,

4 , 2,2

x x
f x

x x

 − ∈ −∞ − ∪ +∞
= 

− ∈ −

. 

Probleme derivabilităŃii în punctele −2 şi 2. Continuitatea în punctul x0= −2 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
2 2

2

2 2
2 2

2 lim lim 4 0 2

2 lim lim 4 0

s
x x
x x

d
x x
x x

l f x x f

l f x x

→− →−
<− <−

→− →−
>− >−

− = = − = = −

⇒

− = = − = 


f este continuă în x0= −2. Analog 

funcŃia este continuă în x0= 2. 
Calculăm derivata funcŃiei pe { }\ 2±R , 

( )
( ) ( )

( )

2

2

, , 2 2,
4

'

, 2,2
4

x
x

x
f x

x
x

x

 ∈ −∞ − ∪ +∞
−

= 
− ∈ −
 −

. 

( )

( )

22 2
2 2

22 2
2 2

2
lim ' lim

04

2
lim ' lim

04

x x
x x

x x
x x

x
f x

x

x
f x

x

→− →−
<− <−

→− →−
>− >−

− = = = −∞+− 
⇒

− = = = +∞
+− 

 f nu este derivabilă în x0= −2. Analog funcŃia 

nu este derivabilă nici în punctul x0= 2. Se obŃine D' = { }\ 2±R  
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( )
( ) ( )

( )

2

2

, , 2 2,
4

'

, 2,2
4

x
x

x
f x

x
x

x

 ∈ −∞ − ∪ +∞
−

= 
− ∈ −
 −

. Punctele x0= −2 şi x0= 2 sunt puncte de 

întoarcere (puncte de minim). 
 
8. Să se arate că 1 2 1 2sin sin ,x x x x x− ≤ − ∀ ∈R . 

Rezolvare: Fie 1 2,x x ∈R  fixate şi funcŃia [ ]1 2sin : ,x x → R  continuă pe [ ]1 2,x x  şi 

derivabilă pe (x1,x2). Conform teoremei lui Lagrange⇒ ( )1 2,c x x∃ ∈  astfel încât 

( )2 1
2 1 2 1

2 1

sin sin
sin' sin sin cos

x x
c x x x x c

x x

−
= ⇒ − = − ⋅ ⇒

−
 

2 1 2 1sin sin cosx x x x c⇒ − = − ⋅ . Deoarece |cos c|≤1 se obŃine: 

1 2 1 2sin sinx x x x− = − . 

 

9. Să se demonstreze inegalitatea: *1 1 1
ln ,

1

n
n

n n n

+
< < ∀ ∈

+
N . 

Rezolvare: Considerăm funcŃia ( ) ( ): 0, , lnf f x x+∞ → =R  continuă pe [n, n+1] şi 

derivabilă pe (n, n+1). Aplicăm teorema lui Lagrange: 
( ) ( ) ( )

ln 1 ln
ln ' , , 1

1

n n
c c n n

n n

+ −
= ∈ +

+ −
⇒

1
ln

1n

n c

+
= . Cum c∈(n, n+1) ⇒ 

1n c n< < + ⇒ 
11 1

1n nc
< <

+
⇒ *1 1 1

ln ,
1

n
n

n n n

+
< < ∀ ∈

+
N . 

 

10. Să se demonstreze inegalitatea: 
2 2

ctg ctg , 0
sin sin 2

b a b a
a b a b

b a

π− −
< − < < < < . 

Rezolvare: Fie funcŃia ctg : 0,
2

π  →  
R  continuă pe 0,

2

π 
  

 şi derivabilă pe 0,
2

π 
 
 

, 

aplicăm teorema lui Lagrange: ( )ctg ctg
ctg ',

b a
c a c b

b a

−
= < <

−
⇒ 

( )2

ctg ctg 1
1

sin

b a

b a c

−
= − ⋅ −

−
 ⇒ 

2

ctg ct 1g

sin

a b

b ca

−
=

−
. Din 0<a<c<b<

2

π
 şi funcŃia 

sin : 0,
2

π  →  
R  crescătoare se obŃine ( )2

sin sin sina c b< < ⇒  

2 2 2sin sin sina c b⇒ < < ⇒
2 22

1

sin

1 1

sin sincb a
< <  şi atunci avem 

( )2 2 2 2

0

1 ctg ctg 1
ctg ctg , 0

sin sin sin sin 2

a b b a b a
b a a b a b

b b a a b a

π

>

− − −
< < ⋅ − ⇒ < − < < < <

− ������������

. 
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11. Să se demonstreze inegalitatea: ( ) ( ) 1 1
e e ,

e

b
b a b

a

b
a b a b

a

− −
< < < < . 

Rezolvare: FuncŃia ( )1
: , , ln

e
f f x x x

 +∞ → = 
R  este continuă pe [a,b] şi derivabilă 

pe (a,b), [ ] 1
, ,

e
a b

 ⊂ +∞ 
 

. Aplicăm teorema lui Lagrange: 

( ) ( )ln ln
' , ,

b b a a
f c c a b

b a

−
= ∈

−
. Calculăm derivata funcŃiei f : 

( ) ( ) 1
' 'ln ln ' ln ln 1f x x x x x x x x

x
= + ⋅ = + ⋅ = +  ⇒ ln 1

ln lnb b a a

b
c

a
=

−
+

−
. Din 

ln funcŃie crescătoare

a c b

x

< < 
⇒


lna<lnc<lnb |+1 ⇒ lna+a<lnc+1<lnb+1 ⇒ 

ln(ae)<lnc+1<ln(be). Se obŃine din cele două relaŃii: 

( ) ( ) ( )ln ln
ln e ln e

b b a a
a b b a

b a

−
< < ⋅ −

−
⇒ 

( ) ( ) ( ) ( )ln e ln ln ln eb ab a a b a b a b− < − < − ⇒ ( ) ( )ln e ln ln e
b

b a b a

a

b
a b

a

− −
< < . Din 

bijectivitatea funcŃiei logaritmice obŃinem: ( ) ( ) 1 1
e e ,

e

b
b a b

a

b
a b a b

a

− −
< < < < . 

 
12. Să se rezolve ecuaŃia: 4 5 6 3x x x x+ = + . 

Rezolvare: Putem scrie ecuaŃia echivalentă: 6 5 4 3x x x x− = − . Considerăm funcŃia 

( ) ( ): 0, , xf f t t+∞ → =R  care verifică ipotezele teoremei lui Lagrange. Aplicăm 

teorema pe intervalele [3;4] şi [5;6]: 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

1 1

1

4 3
, 3;4

4 3

6 5
, 5;6

6 5

x x
x

x x
x x

x xx x
x

x x

x c c

x c x d

x d d

−

− −

−

−
= ⋅ ∈ − ⇒ ⋅ = ⋅

− = ⋅ ∈
− 

 care are o soluŃie x1 = 0. 

Pentru x ≠ 0, prin simplificare cu x obŃinem ( ) ( )1 1x x

x x
c d

− −
= ⇒x −1=0 ⇒ x2=1.  

S ={0;1}. 


		2013-07-02T21:07:02+0300
	Virgil-Mihail Zaharia
	I am the author of this document




