Sisteme de ecuatii liniare

Virgil-Mihail Zaharia

Sisteme liniare

Notatii:

a; — coeficientl, x; — necunoscute, b; — termeni liberi, i€ {1,2, .. ., n},je{l,2, ..., m};

a,x, +a,x, +..+a,x, =b

Ay X, + ayX, +...+a,x, =b,

(S) .......................................
a, X + a,.,x, +..t Ay Xy = bm
a, 4ap iy ‘o O
Y=| G O @on , A= G
a, a, Dinn @ Gz

r — rangul matricii A = rangul sistemului

Sisteme de trei ecuatii cu trei necunoscute

, m — ecuatii, n — necunoscute;

Def. Un sistem de trei ecuatii cu trei necunoscute are forma (§):

ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d,,unde

ax+b,y+c,z=d,

a;, b; , c; se numesc coeficientii necunoscutelor , iar d; termenii liberi ai sistemului.
Def. Se numeste solutie a sistemului orice triplet (sy, s, 53) care este solutie pentru fiecare

ecuatie a sistemului.

al bl cl
A=|a, b, c,| - matricea sistemului
a; by ¢
a b ¢ |d,
A= a, b, ¢, |d,
ay by ¢ |d,

Regula lui Cramer

a b ¢ a b ¢
A=|a, b, ¢, |; A=la, b, ¢,
a; by ¢ a; b, ¢

- matricea extinsa a sistemului

- determinantul matricei sistemului
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d b ¢
A =|d, b, c,|(seobtine din 4 inlocuind coeficientii lui x , prin coloana termenilor liberi)
d3 b3 C3
al dl Cl
A, =la, d, c,|(seobtinedin 4 inlocuind coeficientii lui y, prin coloana termenilor liberi)
a3 3 C3
al bl dl
A_=l|a, b, d,|(seobtine din 4 inlocuind coeficientii lui z , prin coloana termenilor liber1)
a; by d,
Ax A)’ Az
A A A

Sisteme liniare omogene

ax+by+cz=0

Sistemul (S):4a,x+b,y + ¢,z =0 se numeste sistem liniar omogen
a,x+by+c,z=0

intotdeauna acest sistem este compatibil avand cel putin solutia banali (cu toate

componentele egale cu zero) x=y=z=0.
Daca A =det(A4) # 0atunci (formulele lui Cramer) sistemul are numai solutia banala. In acest

caz sistemul este compatibil determinat.
Daca A =det(A4) = 0atunci sistemul are si alte solutii diferite de cea banala. Sistemul este

compatibil nedeterminat.

Sisteme de m ecuatii cu n necunoscute

a, X, + a,x, +...+a,x, =b

a, X, +a,x, +...+a, x =b,

(1)

Au forma :

a,x +a,,x,+..+a, x =b

mn-n

Daca un sistem are solutii , atunci i1l numim compatibil (determinat daca are exact o solutie
si nedeterminat daca sistemul are mai mult de o solutie)

Sistemul (1) se numeste omogen daca are toti termenii liberi egali cu zero. Sistemul astfel
obtinut
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a, X, +a,x, +..+a,x, =0

ay,x, +a,x, +...+a,x, =0 . . ) )
se numeste sistemul omogen asociat sistemului (1).

a,x +a,x,+..+a,x =0

mn--n

Coeficientii necunoscutelor formeaza o matrice de tip m x n:

all alZ aln
aZl a22 aZn [ . . .
A= numitd matricea sistemului (1)
aml am2 amn
xl bl
y X | . b, : : :
Daca X = si C=| [ | sunt coloana necunoscutelor si respectiv coloana termenilor
xﬂ bm

liberi , atunci sistemul (1) se poate scrie sub forma matriciala 4AX = C.
Doua sisteme sunt echivalente daca sunt amandoua incompatibile sau sunt amandoua
compatibile si au aceleasi solutii.

Discutia unui sistem

Teorema Kronecker — Capelli . Sistemul liniar (1) este compatibil daca si numai daca
rangul matricii sistemului coincide cu rangul matricii extinse.

Comform teoremei avem nevoie de calculul rangului matricii 4. Daca rang(4) = r, atunci
exista cel putin un minor nenul de ordin r. Pe acesta il numim determinant principal si-1
notam A ,.Ca sd avem egalitatea rang(4) = rang( 4 ) trebuie probat ca orice minor al matricii

A care-1 contine pe cel principal si care nu este minor al lui 4 este nul. Orice astfel de minor
de ordin » + 1, obtinut prin bordarea determinantului principal cu elemente corespunzatoare
ale coloanei termenilor liberi , precum si cu cele ale uneia din liniile ramase , se numeste
minor caracteristic. Vom nota un astfel de minor prin A unde k indica linia utilizata

car,k
pentru bordare.

Teorema Rouche . Sistemul liniar (1) este compatibil daca si numai daca toti minorii
caracteristici sunt nuli.

Deci daca cel putin un minor caracteristic este nenul sistemul este incompatibil.

Determinarea solutiilor

Presupunem ca rang(4) = r si ca am ales ca determinant principal al sistemului compatibil
a, .. a,

A =|... .. ..|.Deprecizat ca odata ales determinantul principal cu el se merge pana la

a

rl rr

determinarea solutiilor. Necunoscutele ale caror coeficienti sunt in determinantul principal se

3
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numesc necunoscute principale. Deci in cazul nostru acestea sunt x;, x,, ...., x,.Celelalte
necunoscute (daca existd), adica X1, ..... , X, , S€ numesc necunoscute secundare.

Ecuatiile ale caror coeficienti se afla in determinantul principal se numesc ecuatii
principale. In cazul de fata primele 7 ecuatii sunt principale. Celelalte ecuatii (daci existi) se
numesc ecuatii secundare.

a, X, +a,x, +..+a,x, =b
a,x, +a,,x, +...+a,x =b,

2n7n *)

Se rezolva sistemul format din ecuatiile principale :

a.,x, +a.,x, +..+a,x =b,
Solutiile acestui sistem sunt solutii si pentru (1), (din rang(4) = rang( 4) , rezulti ca celelalte
linii sunt combinatii liniare ale ecuatiilor principale, ceea ce arata ca o solutie a sistemului de
mai sus este solutie si pentru (1)).

Analizam cazurile :

- dacd r = n, atunci sistemul (*) are atatea ecuatii cate necunoscute. Pentru rezolvare se pot

A A
aplica formulele lui Cramer : x, =—";x, =—2;......;x =—= ,unde A_ se obtine din A
1 A 2 A X, s p

p p p
inlocuind coloana coeficientilor lui x, cu termenii liberi.
- daca r <n , atunci in ecuatiile principale se inlocuiesc necunoscutele secundare variabil
,x, =A,;4 €R sise rezolva sistemul format din ecuatiile principale (in care

necunoscutele secundare trec in membrul drept). Pentru rezolvare se aplica regula lui
Cramer.
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Probleme rezolvate

mx+y+z=m"-3
= 1. Se considera sistemul < 5x -2y +z=-2 , unde m este un parametru real.

(m+1)x+2y+32=—2

m I 1
a) Sa se determine meR | stiindca | 5 -2 1|=-12.
m+1 2 3

b) Sa se determine meR astfel incat sistemul sa admita solutia (1,2,—3) .
¢) Pentru m = —1 sa se rezolve sistemul de ecuatii.

m 1 1
D R.a)| 5 2 1l=—6m+10+m+132m +2=2m —15=—5m-2=
m+1 2 3

A—Sm—2=—12:>—5m=—10:> m=2.
b) Inlocuim x =1, y = 2 si z = —3 si obtinem:

{m+2—3:m2—3 {mz—m—2:O ~
= , > m=2.
m+1+4-9=-2 m =2, care verifica si prima ecuatie
—X+y+z=-2 -1 1 1
¢) Pentru m = —1 sistemul va fi < 5x — 2y + z=-2, matricea sistemului A=| 5 -2 1
2y+3z=-2 0 2 3
-1 1 1
sid=det(4)=|5 -2 1/=6+10+2-15=3%0, este sistem Cramer. Calculam
0 2 3
determinantii corespunzatori necunoscutelor:
-2 1 1 -1 -2 1
d =2 =2 1|=12=2=4 46 4 =12,d =5 -2 1=6-10-2+30=24,
-2 2 3 0 -2 3
-1 1 -2
d =5 -2 -2/=-4-20-4+10=-18 si obtinem solutiile
0 -2
pde 2, d 24 o d 18
d 3 d 3 d 3
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x—-2y+3z=-3

= 2. Se considera sistemul de ecuatii {2x+ y+z=4 ,undem €R.
mx—y+4z=1
a) Sa se determine m R astfel incat (2,1,—1) sa fie o solutie sistemului.

1 -2 3
b) Si se rezolve ecuatia [2 1 1|=m’ —3m,unde m €R.
m -1 4

¢) Pentru m = —5 sa se rezolve sistemul de ecuatii.
2 R. a) Inlocuim in ultima ecuatie a sistemului: m -2 =1 +4:(—1)=1=2m=6 =m =3.

1 -2 3
b)|2 1 1=4-2m—-6-3m+16+1=-5m+15=-Sm+15=m"> -3m=

m -1 4
m2+2m—15:Ocusolu§iilem1=3sim2=—5.

1 -2 3
¢) Pentru m = —5 matricea sistemului este: A=| 2 1 1|si
-5 -1 4
-2 31:‘;1
det(4)=2 1 1 :(—5)2 —3.(-5)=25+15=40=0, sistem Cramer.
-5 -1 4

-3 2 3
d =4 1 1|=-12-2-12-3-3+32=0,

1 -1 4

1 -3 3
d, =2 4 1|=16+15+6+60-1+24=120,

-5 1 4

1 -2 -3
d =2 1 4|=1+40+6-15+4+4=40.

=5 -1 1
Solutia: x = 9, :£:O,y: 9, :@:3,2: 4, :ﬂzl

det(A) 40 det(A) 40 det(A) 40
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x+y+z=1
= 3. Se considera sistemul de ecuatii {x+ 2y +az =1 si matricea

x+4y+a‘z=1

1 1 1
A(a)=|1 2 a |eM,(R).
1 4 &

a) Sa se calculeze det(4(4)) .
b) Sa se determine a € R pentru care matricea A(a) este inversabila.
¢) Pentru ae R —{1,2} sa se rezolve sistemul.

11 1
9 R.a) det(A4(4))=|l 2 4|=37+4+4-246 46 =6.
1 4 16

b) Matricea 4(a) este inversabila daca determinantul matricei este nenul, (det(4(a))#0).
1 1 1 1 1 1

det(A(a))zl 2 al=|l 2 a =(a—1)(a—2)(2—1)=(a—2)(a—1).
1 4 o P 22 &
det(4(a))A0=(a—-2)(a—1) #0=a#2 si atl=acR—-{2;2}.
¢) Pentru ae R—{1,2}= det(4(a))=(a-2)(a—1)#0.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
d =1 2 a =(a—2)(a—1),dy=1 1 a|=0,d =]l 2 1=0
1 4 4 1 1 4 1 4 1
— d
Solutia: x = 9, = (a=2)(a-1) =1, y= = = 0 =0,
a 1) det(A(a)) (a—2)(a—1)

det(4(a)) ~(
d  _ 0

—2)(a—
" det(4(a))  (a-2)(a-1)

=0

x+ay+a’z=a
= 4. Se considera sistemul de ecuatii < x + by + b’z =b , unde a,b,c € R, sunt distincte doua
x+cy+ciz=c

cate doua.

a) Sa se rezolve sistemul pentrua=0,b=1sic=2.

b) Sa se verifice ca det (4)=(a—b)(b—c)(c—a), unde 4 este matricea asociata sistemului.
¢) Sa se demonstreze ca solutia sistemului nu depinde de numerele reale a, b si c.
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“ R.a)Pentrua=0,b=1 sic=2,sistemul va fi:

x=0 x=0
x+y+z=1 <<{y+z=1-(-1) .Din ultimele doud ecuatii
X+2y+4z=2  |2y+4z=2[:(2)

—y—z=-1 ,
—z=0,p=1siS= {0, 1,0).

y+2z=1
1 a azL*(l)Ll a a’ 1 b
=)+ +a
b)det(A):l b bl = [0 b—a b -a’ :(b—a)(c—a) =
LH(-1)+L 1
1 ¢ c21 3O c—a ¢ —-a crd

:(b—a)(c—a)<c a —b;ﬁ):(b—a)(c—a)(c—b):(a —b)(b—c)(c—a).
(determinant Vandermonde).
¢) Rezolvam sistemul prin regula lui Cramer:

a a a 1 a & 1 a a
d =b b bzzO,dyzl b bzzd:det(A),dzzl b b|=0 si
c ¢ ¢’ 1 ¢ ¢ 1 ¢ ¢
d det( A
X , =0,y y & ( ) =1,z 4, =0, solutii care nu depind de a, b, c.

“det(d) 7 det(d) det(4) ° det(4)
2x—y+z—-t=1

= §) Se considera sistemul: < x + y +az +¢t=—1, a si b parametri reali.

X—y+z—t=>b

a) Sa se determine a si b astfel Incat matricea sistemului sa fie de rang 2, iar sistemul sa fie
compatibil.

b) Pentru a=—1 si b=1 sa se rezolve sistemul.

2 -1 1 -1 2 -1 1 -1 1
9 Ra)yd=|1 1 a 1[;4=|1 1 a 1 -1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 b
d= ‘? - ‘ =3 # 0 determinantul principal. Ludm determinantul de ordinul 3:
2 -1 1
d =|1 1 aj=a+]1 care trebuie sa fie nul = a=—1.
1 -1 1
Determinantul caracteristic trebuie sa fie nul si obtinem:
2 -1 1
d =1 1 —1:3b—5:>3b—5:O:>b:é
1 -1 b 3
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b) Necunoscutele principale sunt x si y, iar z=a €R s1 t = €R.

2x—y=l-a+p {sz
=

Sistemul principal: {

x+y=—l+a-p y=—l+a-4
1 5 4
= 6. Se considera matricea A=2 10 8
3 15 12

a) Sa se determine rangul matricei 4.
x+5y+4z=1

b) Sa se studieze compatibilitatea sistemului (S){2x+10y+8z=3 .
3x+15y+12z=5

2 R. a) Matricea 4 are liniile proportionale = rangA=1.

1
b) d, = ‘2 =1#0 = sistemul este incompatibil.

2x—y+5z+T7t=0
= 7. Se considera sistemul (S) 14x -2y +7z+5¢t=0.
2x—y+z-5t=0
a) Sistemul admite solutiile x = -8, y =8, z = -3, ¢ =1, respectiv x =4,y =8,z =0, =0 ?
Justificati raspunsul.
b) Sa se rezolve sistemul.
2 R. Sistemul e omogen, deci are ca solutie solutia banala x =y =z =¢ =0
a) Se verifica ca x= -8, y=8, z= -3, =1 nu e solutie a sistemului:
2:(=8) =8+5:(=3)+7-1= -16—-8-15+7= =32+£0,
iar x=4, y=8, z=0, =0 e solutie a sistemului: 2-4—8+5-0+7-0= §—-8= 0.

25

b) 4 =—6#0=rang A>2,unde 4 este matricea sistemului.

2 5 -1 2 5 7
Cum4 7 2(=0si|4 7 5|=0=>rang A=2.

2 1 -1 2 1 -5

_ _ L . 2x+5z=a-7p .
Fie y =acR 51t =fR se obtine sistemul echivalent cu solutiile
4x+7y=2a-5

x:%—llﬂ,y=a,z=3ﬂsi t=funde a,feR.
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6 9 5 6
. . 8 12 7 m
= 8. Se considera matricea 4 = 3 1 2/ m parametru real.
4 6 3 4
a) Sa se calculeze determinantul matricei 4.
7 X
s : o 9 y
b) Pentru m=8 sa se rezolve ecuatia matriceald 4- X = 3 ,unde X = .
z
5 t
3 3 5 6
4 4 7 m _ _
“ R.a) 4=2-3- L1 1 2 =0 = 4 nu este inversabild pentru VmeR.
2 2 3 4

b) Pentru m=8 ecuatia maticeald se transforma in:

6 9 5 6)(x 7 6x+9y+5x+6t=7
8 12 7 8| |y 9 8x+12y+7z+8t=9
. = : .
2 3 1 2|z 3 2x+3y+z+2t=3
4 6 3 4) ¢t 5 4x+6y+3z+4t=5
6 5
Deoarece g | 2#0=rang A>2 si cum toti minorii de ordin 3 sunt nuli=rang A=2.
6 5 7 6 5 7
Calculénd minorii caracteristici d, =|8 7 9|, d. =|8 7 9| seobtine ca sunt nuli,
213 4 35

deci sistemul e compatibil nedeterminat.
Alegand y=a s1 =0, cu o, R se obtine sistemul echivalent:

6x+5z=7-9a -6 . 3 ) )
cu solutiile x =2 —Ea;y =a,z=—1,t= [, deci ecuatia

8x+7z=9-12a — 88
3

p
5 B

matriceald are o infinitate de solutii, matrici coloana de forma X = a , Cu
-1

B

a,peR.

10
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x+2y+z+t=0
9 ) 2x+y+z+2t=0
= 9. Sd se rezolve sistemul (S) .
xX+2y+2z+t=0
X+y+z+t=0
2 R. Sistem omogen, deci admite solutia banala x= y=z= = 0.

1 2 1
det 4=0; A=2 1 1|=-3#0 minor principal =rang A=3
1 2 2
X+2y+z=-1
Cu =AeR=1{2x + y+z=-24 . Sistem Cramer cu solutiile x= -4, y=0, z=0, =A\.
X+2y+2y=-4

2x+3y+2z=9
= 10. Sa se rezolve sistemul s x+2y—-3z=14.
3x+4y+z=16
1 1 -1
@ R.A;=|2 -1 3|=-32 = Sistemul este de tip Cramer si are solutiile:
-3 4 2
x:éi:Ly:éL:LZ:é5:3
AS AS AS

4x-3y+2z+4=0
= 11. Sa se rezolve sistemul: <6x -2y +3z+1=0.
S5x-3y+2z+3=0
4 -3 2
@ R.A=6 -2 3|=-5#0 = sistemul este compatibil determinat (Cramer)
5 3 2
-4 -3 2
A, =-1 -2 3 :—5:>x:%:1,Ay=-10 = =2, A=S5, =z=-1. S={(1,2,-1)}.
-3 -3 2
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