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APLICATII NUMERICE ALE ANALIZEI MATEMATICE

In ultimele decenii matematica aplicati s-a dezvoltat impetuos. Matematica se
aplica cu succes in tehnicd, in economie cét si in diverse ramuri ale stiintei. Analiza
matematica joaca un rol de baza in acest proces.

In acest paragraf voi ilustra pe cteva cazuri simple, modul cum se pot aplica la
calculul numeric unele teoreme de analiza matematica care se studiaza in liceu. Exercitii
asemdnatoare se pot rezolva si la clasa deoarece oferd solutii mai simple si mai elegante
de rezolvare a problemelor de acest gen.

1°. Aplicatii numerice ale teoremei cresterilor finite

Teorema lui Lagrange (teorema cresterilor finite).

Fie o functie f: [ a, b] ~R cu proprietatiile:
a) feste continudpe [a, b];
b) feste derivabila pe (a,b).
Atunci exista cel pu]in un punct ce(a,b) astfel incat:
(1.)  Ab)-f(a)=f"(c)(b-a) (formula cresterilor finite).
Se poate exprima formula cresterilor finite si sub alta forma:
Afirmatia "exista ce(a,b)" este echivalenta cu: exista 6¢(0,1) astfel incat c-a=&b-a).
Punand b=a+h, rezulta ca teorema cresterilor finite se enunta astfel:
Daca functia f: [ a, a+h]-R este continud pe [a, a+h] si derivabila pe (a,a+h), atunci
exista &, 0<6<1, astfel Incat:
(2.) fath)-flay=hf '(at+6h).

Exercitiul 1. Folosind teorema lui Lagrange sa se determine eroarea care se face
daci se inlocuieste ~/145 prin 12.

Solutie: Fie f: [0, +o0] =R, Ax)=+/x, (V)x>0, a=144 si b=145.

Aplicand functiei fteorema lui Lagrange pe intervalul [144,145] rezultd ca
exista 6¢(0,1), astfel incat:

fatD)Aa)=1 -f (a+0),

1
adica: V145 — 144 =1 ———=cu 0<6KI.
2+/144 + 6
Deoarece ! < ! :i,rezultﬁ: 12<\/145<12+i.
J144+ 60 144 12 24

Cum i <0,05, avem: 12<4/145<12,05.

Concluzia: Eroarea comisa este mai mica decat 0,05.

Exercitiul 2. S se calculeze valoarea aproximativa a lui cos 61°.

Solutie: Functia f:R-R, f{x)=cosx, (V)xeR, verifica condi]iile din teorema lui
Lagrange. Luam a=60" si h=1".
Aplicand lui f formula cresterilor finite (2.), obtinem:

c0s61° — cos60° = 1- %sm(mo +6), unde 0<&<1. (1)
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V3

Deoarece sin(60°+0)>sin60°, rezultd ca: —sin(600+9)<—7

3 , sau cos610<l—7r—3 (2).
2 360

Am obtinut astfel un majorant al lui cos61°. Sa gdsim acum un minorant al lui
cos61”. Pentru aceasta este suficient s gisim un majorant al lui sin(60°+6).

In acest scop, aplicim din nou teorema cresterilor finite functiei sin(60°+6) si
obtinem:

sin(60°+6)-sin60°= 9% c0s(60°+6,6), cu 0<<l.

o V2
si deci cos61°-cos60°<—

. 1
Deoarece 0<6<1 si cos(60°+6, 9)<COS6OO=§ , rezulta:

sin(60*+ Q)—Sin600<i st deci: sin(60°+ 0)<£ + 7
360 2 360

1801 2 360

2
Din (2) si (3) deducem: 1. 3 - <cos61’ < 1_7V3 (4).
2 360 180-360 2 360

2
Deoarece 0,0150<”—*/§<0,0151si T -
360 180-360 6480

l—’T—*/§<o,4849 <2
2 2 6480 10000

Tinand seama de (1), obtinem: cos61°-cos60”> i {\@ + 2 } (3).

obtinem:

de unde rezulta ca:
0,4848<c0s61°<0,4849 (5).
Relatiile (5) ne permite si scriem: cos61°~0,4848
cu o eroare <0,0001.

O teorema de medie utila

Teorema. Fie un interval /R si o functie f: I-R cu proprietatiile:

(1) feste derivabila pe / cu f' continua pe /;

(11) /"' este derivabila pe Int/.

Atunci, pentru orice a,b<l, existd un punct c situat intre a si b, astfel Incat:

fib)=Aayt(b-a) f '(a)+% (b=a)’f"(c).

Demonstratie: Dacd a=b, teorema este verificatd in mod banal. Presupunem cd a# b. Fie
numarul:

_SB) - fla)-(b-a)f'(a)

p .
5!(—0)
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si functia g:/-R definita pentru orice x€/ prin:

(A -AbYHb-a) f1(x)+ %(b—x)zﬂ-

Tinand seama de ipoteza, rezultd ca g este continud pe [a, b] si derivabila pe
(a,b).

Avem:

g' ()~ () =~ ") Hb=x)f " ()= (b=x) f=(b-x)(f " (x) - f) 51 g(a)=g(D)=0.

Aplicand teorema lui Rolle, deducem existenta unui punct ce(a,b) astfel incat:

0=g()=(b-0)"(©)-B),

de unde rezulta ca:
f"(C) _ f(b) _fia) _(b_a)f (Cl),

2!

(b-a)’
sau

f(b)-ﬂa)+(b-a)f'(a)+2i!(b-a)zf"(C)-

2
Exercitiul 3. Sa se arate ca sin(x+4) diferd de sinx+Acosx prin mai putin de o

Solutie: Luand in teorema de mai sus a=x si b=x+h, obtinem:
2
sin(x+h)=sinx+hcosx—7 sinc, unde x<c<h, de unde rezulta:

2 2
| sin(x+4)—(sinx+hcosx) | = Bl |sinc| < >

Exercitiul 4. Sa se arate ca nu exista nici o functie £:R-R cu proprietatiile:
f(x)>0 s1 f"(x)<O pentru (V)xeR.
Solutie: Deoarece f"(x)<0, pentru (V)xeR, rezultd ca f" este strict descrescatoare
pe R si deci exista xyeR astfel incat f'(x)+ 0.
Pentru b=x si a=x,, formula din teorema devine:

S0)=fxo)=f"(x)(x—x0)+ % f "(c)(x—xo)z, unde xy<c<x.
Deoarece f"(c)<0, rezulta ca: ﬂx) —f(x0)<f"'(x)(x—=x0).
Daca f"'(x)>0, atunci lir£1 ' (x0)(x=xp)==0° si lir? [f(x)=f(x0) ] ==c°. Prin

urmare, lim f{x)=-cc si deci existd o vecinatate a lui — unde f este strict negativa
x——0w0

(absurd).
Daca f (x¢)<0, atunci lim f"'(x()(x-xo)=—c s1 lim f{x)=-c. Si1n acest caz f este
X—>0 X—®©

strict negativa pe o vecindtate a lui +o°, ceea ce nu se poate.
Contradictiile la care am ajuns demonstreaza afirmatiile din exercitiul 4.
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Exercitiul 5. Sa se arate ca pentru orice numar real h>0 are loc inegalitatea:
1

(1+b)E —(1+lbj <1b2.
2 8

1
Solutie: Fie I=[ 0, +) si f: T~ R definitd pentru orice xel prin f(x) = (1 + x)i :
1
Functia f'este derivabila pe I, f'(x) = 5(1 +x) 2 este continua, derivabila pe 7 si

3
avem: F'(x) = —%(1 +x) 2 (V)xel

Fie a=0 si b>0. Aplicand teorema, rezultad ca exista ce(a,b) astfel incat:
1 3

(1+b)2 =1 +b% +%b2(—ﬂ(l +c) 2.

3 3
Deoarece ¢>0, avem: 1< (1+c¢)2 sideci (1+c¢) 2 <1.

Rezulta ca:
1

(1+b)? —(1+%bj

| 2y
=—b*(1+c) 2 <=b>.
8 8

Exercitiul 6. Sa se calculeze valoarea aproximativa a lui NER
Solutie: Tinand seama de exercitiul 5., avem:

J5=A4+1=2 1+lz2(l+l~l) :2(1+1) :2+l:2,25.
4 2 4 8 4
Eroarea comisa este in valoare absoluta mai mica decat:

1(1)2_ L _
g8\ 4 8-16 128

Aplicatie a teoremei de medie pentru integrale

Teorema. Daca f:[a, b] ~R, a<b, este o functie continud, atunci exista cel putin
un punct &€ [ a, b] astfel incat:

b
[f(x)dx=(b-a)[f(S).

1 b o :
Numarul b2 [ f(x)dx se numeste media lui fpe intervalul [a, b].
Exercitiul 7. Sa se arate ca:

1
OS[Vl—xzarctgxdxﬁg.
0

Solutie: Aplicand teorema de medie, existd &e [0, 1] astfel incat
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1
[V1— x*arctgxdx = /1 — E arctgé.
0

Dar 0<4/1- 52 <l1s10< arctgﬁﬁ% si se obtine:

1
OS[Vl—xzarctgxdxﬁg.
0

Exercitiul 8. Fara a calcula efectiv integrala, sa se arate ca:
T

243 1
V3-1<=0] dx <1.
7 zl+tgx

4

Solutie: Fie functia f(x) =

1 (7[ 7[)
pentru x| —,— |.
+ tgx 43

Aplicam teorema de medie

z o
=I5 -5 (5-Dre-(5-re- e

4

Cum % <é< % si functia tangenta este monoton descrescatoare, rezulta:
i i i

127[>1+1%g§> 127[

1+ tgz 1+ tgg

, adica

T

V4 12 V4 1 V4 NG
—> >—- =—(~3-1).
247 1+tgE 12 1+4/3 24( )

Deci £>1>£(\/§—1).
24 24

Rezulta: \/§—1<ﬁ]<1.
T
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